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Una propiedad importante tanto en el anillo de los enteros 7Z
como en el anillo de polinomios sobre un campo es la factor-
izaclon Unica. En Teoria de NUmeros es comun considerar anillos
que contienen a alguno de los anteriores, en ocaciones estos
nuevos anillos son dominios de factorizacidon Unica, pero es
frecuente encontrar casos en los que esta propiedad no se tiene.
Una herramienta importante para librar el problema de no ser
DFU son los ideales, ya que, ellos si se factorizan de forma Unica
como producto de ideales primos. En este taller estudiaremos las
dos familias de ejemplos mas importantes donde se utiliza esta
herramienta: los anillos de enteros de campos de nimeros y de
campos de funciones, concentrandonos en los campos cuadrati-
cos. Mostraremos algunos ejemplos en los que veremos como se
utiliza la factorizacion de ideales para resolver problemas aritmé-
ticos.
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Introduccion

Un curso introductorio a la teoria de nimeros algebraicos es un reto
si presuponemos una audiencia que no conocemos; solo por el posible
interés en el tema. De cualquier forma, aceptamos el reto y con nuestra
propuesta haremos lo que esté a nuestro alcance para inducir a nuestro
joven publico para que se interese en esta maravillosa disciplina de las
matematicas: la teoria de nameros.

Estas notas estan divididas en tres capitulos. El primero contiene
parte de los antecedentes que consideramos necesarios para poder ini-
ciar el estudio del tema. El Segundo capitulo es la puerta de entrada a
la teoria de ntimeros algebraicos y presentamos los resultados funda-
mentales, la mayoria con su respectiva demostracion, acompanados de
ejemplos ilustrativos que hacen mas comprensible la teoria. El capitulo
3 sigue la misma légica del capitulo anterior y es aqui donde através
de ejemplos ilustramos esa otra parte de la teoria de numeros; los
campos de funciones. Todo lo anterior esta gobernado por una idea: la
factorizacion.

Esperamos que nuestra audiencia disfrute los temas de estudio que
proponemos.

La revisién que el comité editorial hizo a nuestras notas mejoré su
contenido y presentacion, gracias; de los posibles errores que quedaron
nosotros somos los responsables.

Alejandro Aguilar Zavoznik

Mario Pineda Ruelas

Universidad Auténoma Metropolitana
México 2013.
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Capitulo

El anillo de los enteros

1.1. Z

Una de las estructuras aritméticas mas importantes en toda la
matematica es el anillo de los enteros Z. Podemos partir de la propiedad
mas bella ( tal vez por su simplicidad ) que gozan los enteros:

TEOREMA 1.1. [Algoritmo de la division] Sean a, b, € Z con a # 0.
Existen enteros q y v unicos tal que b = aq +v donde 0 < r < |a|.

DEMOSTRACION. Prueba rapida: el conjunto
S={b—am >0 paraciertos valoresm € Z}

es no vacio. Por el principio del buen orden (PBO), S contiene
un elemento » que satisface ¥ < n para todo n € S. Por tanto,
0 < ¥ =Db — aq para algin q € Z. Puesto que a # 0, tenemos a > 1 6
a < —1.Sia > 1 entonces

b—al@+1l)=b—aq—a<b—-aq=v,
asi que
r—a=b-—alg+1) <0,

y ¥ < a. El caso a < —1 se sigue al considerar que b — a(q — 1) < 0. Por
lo tanto, ¥ < |a|. La unicidad de q y v se deja como ejercicio para el
lector. O

Notemos que si en el enunciado del algoritmo de la divisiébn no
pedimos que el residuo ¥ sea positivo, entonces ¥ y g no necesariamente
son unicos:

2=11-0+2=11-1+(-9).

Problema: Redactar y demostrar una version general del algoritmo de
la division en Z.

COROLARIO 1.2. Z es un anillo de ideales principales (DIP).

1



2 1. EL ANILLO DE LOS ENTEROS

DEMOSTRACION. Sea I un ideal en Z y supongamos que I # {0}.
Denotamos por n al menor entero positivo contenido en I. Es claro que
nZ={nz: ze€Z} C1.Siiec I, entonces por el algoritmo de la division

i=nq+7, 0<7r<n.

Observamos que i —nq = € I. Si v # 0, entonces n no es el menor
entero positivoen I. Asique r =0y I C nZ. O

Sean a, b € Z con a # 0. Denotamos por mcd(a, b) al mayor divisor
en comun de a,b. Observamos que mcd(a,b) > 1. Algunas de las
propiedades mas importantes del mcd son:

i) mcd(a, b) es la minima Z-combinacién lineal positiva de a y b.
b
ii) Si mcd(a,b) = g, entonces mcd (E, —) =1. Lo anterior

significa que g contiene en su factorizacion a todos los
divisores que comparten a y b.

iii) Si a | bc y med(a, b) = 1, entonces a | c.

iv) Si a € Z y p es un primo (ver definicion 1.3, entonces
mcd(a, p) =106|p|.

Cualquier entero a # 0, £1 tiene al menos cuatro divisores: +1, +a.
Si un entero a tiene al menos un divisor b # +a, +1, entonces a = bd y
d++ta+1.

DEFINICION 1.3. Sea p € Z con |p| > 1. Diremos que p es un nimero
primo si p = bd, entonces b =+1 6 d = £1.

Los primeros numeros primos positivos son: 2,3,5,7,11,..., pero
también los inversos aditivos de éstos —2, -3, —5,—11, ... son numeros
primos. Asi que es claro que p es primo si y solo si —p es primo.
Observemos que sia € Zy p es cualquier primo, entonces mcd(a, p) = 1
0 |p|. También es facil notar que si p,q son primos y p | g, entonces

| =lal-

TEOREMA 1.4. [Euclides] p es primo si y solo si siempre que p | ab,
entoncesp |aop |b.

DEMOSTRACION. Supongamos que p es primoy p | ab. Si p 1 a,
entonces mcd(a, p) = 1 y por tanto p | b. Inversamente, sea p = ab una
factorizacion de p. En particular p | ab y por lo tanto p | a 6 p | b. Si
p | a se tiene que a = pt, para algin t € N. Asi que p = ab = ptb. De lo
anterior se sigue que b =1y a = p y por lo tanto p es primo. O

El teorema anterior nos autoriza a cambiar la definicion de nimero
primo.
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DEFINICION 1.5. Diremos que p € Z es primo si |p| > 1 y siempre
que p | ab, entonces p | a 6 p | b. Diremos que un entero 7t con |17| > 1
es irreducible si 1 = ab, entonces |a| =1 6 |b| = 1.

En el Teorema 1.4 la definicién de primo es equivalente a la definicion
de irreducible. Sin embargo, existen anillos que contienen a 7Z en
donde éstos dos conceptos no son equivalentes. Veremos un ejemplo
inmediatamente después de la definicién 1.27.

TEOREMA 1.6. Cualquier entero m > 1 admite al menos un divisor
primo.

DEMOSTRACION. Facil ejercicio para el lector. Se sugiere usar
induccién sobre m. O

Seguramente la propiedad mas importante de Z se refiere a la
factorizacion Uinica de sus elementos.

COROLARIO 1.7. [Teorema Fundamental de la Aritmética] Todo
entero # 0, +1 se puede expresar en forma unica (salvo el orden) como
un producto finito de niimeros primos.

DEMOSTRACION. Es consecuencia directa del Teorema 1.6 y del
Teoremal.4, es ese orden. O

CoRrOLARIO 1.8. Si n > 2, entonces existe un primo p tal que
n<p<mn.

DEMOSTRACION. El niimero z = n! — 1 > 1 tiene un divisor primo
p < z.Sip < n, entonces p | n!'y por lo tanto p | 1 lo cual es absurdo.
Asiquen <p<n!'—1<nl O

CorOLARIO 1.9. [Teorema de Euclides] Existen suficientes primos
para factorizar cualquier entero # 0,+1, es decir, existe una infinidad
de numeros primos.

DEMOSTRACION. Consideremos n suficientemente grande en el
corolario anterior. (]

Nota: Si ab = ¢" y mcd(a, b) = 1, entonces para ciertos enteros ci, C»
se tiene que a = ¢} y b = c}. Esto es consecuencia de la factorizacion
unica. Veamos una aplicaciéon de esta inofensiva propiedad.

TEOREMA 1.10. La ecuacion x> — y3 = 1 tiene una unica solucion en
los enteros positivos: x =3, y = 2.
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DEMOSTRACION. Si x es par, entonces mcd(x—1,x+1) = 1 y ademas:
(x — I)(x+1) =5,

Por tanto
x—1=a> y x+1=0b°

De lo anterior se sigue que b® —a® = (b — a)(b®> + ab + a®) = 2 y asi

b? + ab + a? | 2, 1o cual es imposible. Por lo tanto, si existiera solucion,
necesariamente x = 2t+1y y =2q con t,q > 1. Es claro que t = 1
implica x =3y y = 2. Sit > 1, tendriamos t(f + 1) = 24>, lo cual es
imposible porque ningin nimero triangular es un cubo. O

En una carta fechada en 1844 y dirigida a la revista Journal Crelle,
el matematico belga E. Charles Catalan conjetur6 que si

xn_yWL:l,

entonces n =2, m =3, x = 3, y = 2. Esta conjetura un poco olvidada,
tal vez por el atractivo que tenia la conjetura de Fermat, ha sido resuelta
por el matematico rumano Preda Mihailescu (2002). El Teorema 1.10 es
una version elemental de la conjetura de Catalan.

Regresando a nuestra discusion, el Corolario 1.2 nos asegura que
el anillo Z es de ideales principales. Podemos desarrollar teoria general
al respecto, adoptando la definicién de primo e irreducible que dimos
en Z.

1.1.1. Un poco de teoria general. El objetivo de esta breve seccion
es ubicar parte de nuestro trabajo en un contexto general, que algunas
veces es dificil aterrizarlo en anillos especificos. Esto se debe a
dificultades ariméticas que no se pueden hacer explicitas. Por ejemplo,
si A es un anillo jquiénes son las unidades de A?

En cualquier anillo conmutativo con unidad A, los elementos que
tienen inverso multiplicativo forman un grupo multiplicativo el cual
denotamos por U(A) y llamaremos grupo de unidades de A. El lector
puede verificar facilmente que: a = bu para algain u € U(A) si y
s6lo sia | by b | a Cuando esto sucede diremos que a y b son
asociados y escribiremos a ~ b. Observemos que (a) = (b) si y solo
si a ~ b. El conjunto de asociados al elemento a queda descrito por
{au : u € U(A)}. Tenemos las siguientes definiciones en cualquier
dominio entero con 1. Sea m € A, con m ¥ 0o y 1w ¢ U(A). Diremos
que 7T es primo si 1 | «f, entonces | « 6 7w | f. Diremos que 1T
es irreducible si T = 8, entonces « 6 § es unidad. Es claro que en el
anillo Z el concepto de primo e irreducible coinciden, en general no es
asi: jen qué anillos significan lo mismo primo e irreducible? mas aun,
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si los conceptos no coinciden jquiénes son los elementos irreducibles?
Estas preguntas seran la guia de nuestras exposiciones.

TEOREMA 1.11. Si 1T es primo, entonces 1t es irreducible.
DEMOSTRACION. Vea la demostracion del Teorema 1.4. (I

TEOREMA 1.12. En cualquier anillo conmutativo unitario, los ideales
primos principales estdn generados por elementos primos.

DEMOSTRACION. Sea P = (17) un ideal primo principal y supongamos
que 1 | ab. Entonces ab € Py, por lo tanto, a € P 6 b € P. Asi que
a = 1q 6 b = mit. Esto significa que 1 | a 6 7w | b. Por lo tanto, 1T es
primo. Il

TEOREMA 1.13. En cualquier dominio entero unitario A, los ideales
mdximos principales estdn generados por elementos irreducibles.

DEMOSTRACION. Sea M = (1) y 7 = ab. Debemos mostrar que
a € U(A) 6 b € U(A). Claramente (1) C (a) C A. Como (1) es maximo
se tiene (11) = (a) o bien (a) = A. Si (1) = (a) se tiene que a = T1rt, para
algint € Ay de laigualdad 1T = ab = 1ttb se sigue que 1 = tb, de donde
b € U(A). Si (a) = A = (1), entonces claramente a € U(A). O

TEOREMA 1.14. Si A es un DIP, entonces cualquier sucesion ascen-
dente de ideales es finita.

DEMOSTRACION. Seal; C I C --- C I, C I,,41 - - - cualquier sucesion
oo

ascendente de ideales de Ay I = UI j. Claramente I es un ideal de
J=1

A. Por otro lado I = (a) para algian a € A. Puesto que para algin m

se tiene a € I, se sigue que I C I, C I. Lo anterior significa que

I €{I}%,. Ahora sea n > m. Entonces I = I,y C I, CI,asil, =Ty yla

sucesion es finita. O

Cualquier anillo que satisface el teorema anterior (no necesaria-
mente DIP) lo llamaremos anillo noetheriano. En nuestro caso, cualquier
DIP es noetheriano.

TEOREMA 1.15. Sea (a) ideal de un anillo A que es un DIP. Entonces
existe (m) ideal mdximo tal que {(a) C (m).

DEMOSTRACION. Sea X, = {I C A:Iesunidealde A tal que (a) C I}.
Definimos en X, la siguiente relacion: I ~ J siy s6lo si I C J. Es claro
que X, es un conjunto parcialmente ordenado con ~. Sea 6 cualquier
cadena en X,;. Vamos a demostrar que ‘€ tiene un elemento maximo.
Sea M = J;c¢ I. Es claro que:
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i) M es un ideal de A.
ii) M # A, pues de lo contrario 1 € I; para algun j. Por lo tanto
M e X,.
iii) I; C M.

Lo anterior demuestra que cualquier cadena % tiene una cota
superior en X,. Entonces por el Lema de Zorn tenemos que X, tiene al
menos un elemento (un ideal que contiene a (a)) maximo M. Falta ver
que M es un ideal maximo de A. Supongamos que M C I C A. Sil C A,
entonces I € X, y M C I. Por tanto M no es un elemento maximo de
X,, asi tenemos I = A. O

Nota: ;En donde usamos que A es un DIP?

COROLARIO 1.16. Sea A un DIP. Entonces los ideales primos # 0 son
mdadximos.

DEMOSTRACION. Sea (q) un ideal primo con g # 0 y (1) algin ideal
maximo tal que (q) C (1r). Vamos a mostrar que (q) = (). Sabemos
que g es primo y 1 es irreducible. Puesto que g € (q) C (), tenemos
q =mtparaalgint € A. En particular g | ttyq | mo6q|t. Siq| ¢,
entonces t = g¥ y de la igualdad q = 1t = TT1q* tenemos que 1 € U(A),
lo cual no es posible. Asi g | 7Ty 7T = qu para algan u € U(A). Por lo
tanto (1) = (q). O

CoOROLARIO 1.17. En un DIP primo e irreducible son lo mismo.
DEMOSTRACION. Facil ejercicio para el lector. O

Nota: ;Qué podemos decir si un elemento irreducible es asociado a un
elemento primo?

Antes de continuar precisemos el concepto de factorizacion tnica:
Diremos que el anillo A tiene la propiedad de la factorizacion tnica si
cualquier elemento a € A\ U(A), con a # 0 se puede expresar en forma
unica como producto finito de irreducibles. Aqui la unicidad significa
lo siguiente: Si

a=mTy; Ty =q14q2 - qk,
con T7j, g, irreducibles, entonces v = k y cada 1; es asociado de algun
q:- Por ejemplo, en Z tenemos que 2 -3 = (—2) - (—3) son la misma
factorizacion, ya que 2 y —2 son asociados y 3 y —3 también lo son.

En seguida tenemos la version de la factorizacion tnica en cualquier
DIP.
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TeoOREMA 1.18. [Teorema Fundamental de la Aritmética en un DIP]
Sea A un DIP. Cualquier elemento a € A\ {0} es una unidad o se puede
escribir como producto finito de irreducibles y unidades.

DEMOSTRACION. Sea a € A\ {0} y supongamos que a ¢ U(A). Asi
que (a) C A. Si a es irreducible la afirmacion se cumple puesa =a - 1.
Asi que podemos suponer que a no es irreducible. Sea M = (1m;) algin
ideal maximo de A tal que (a) C (rr;). Puesto que a € {(a) C (1) se
tiene que a = 1 t;, para algin t; € A. Claramente t; ¢ U(A) pues de
lo contrario a ~ 1y a seria irreducible. Sea (1r,) algun ideal maximo
de A tal que (t;) C (m,). Entonces t; = m»t, para algin t, € A. De la
anterior igualdad se sigue que (t;) C (t;). Asi a = m; 1> t,. Continuando
con este proceso obtenemos una cadena de ideales

(t1) C (L) C (t3) C ...

la cual debe terminar porque A es noetheriano. Asi que el proceso es
finito y se sigue el resultado. O

COROLARIO 1.19. Sea A un DIP. La factorizacion que asegura el
teorema anterior es unica salvo orden y unidades.

DEMOSTRACION. Ejercicio para el lector O

Para verificar que cierto anillo tiene la propiedad de ser de
factorizaci6én Unica existen varios caminos. Por ejemplo se puede
intentar mostrar que es euclidiano, o que es un DIP, etc. El siguiente
resultado nos proporciona una alternativa.

TEOREMA 1.20. Sea A un anillo en donde es posible la factorizacion
finita en irreducibles. Entonces en A la factorizacion es unica si y solo si
primo e irreducible coinciden.

DEMOSTRACION. Supongamos que la factorizacion es unica. Sea
1T € A un elemento irreducible y o, § € A tal que 1 | & con x # 0 # B.
Entonces «ff = 1y para algun y € A. Factorizamos «, S y y para obtener

(- py) =uld@r - g - 1),
donde o = uqy---q, B =11,y = p1---Pr, 10s pi, q;, x son
irreducibles y u es alguna unidad. Puesto que la factorizacion es
unica, entonces 1 es asociado de algun g; 0 ¥;. Cualquiera que sea el
caso, T | « 6 71 | B y por tanto 1T es primo. Supongamos que cualquier
irreducible es primo y sea

K=UT -+ T = U241~ s,

con 74, q; irreducibles en A y u;, u, son unidades. Si k = 0, entonces
s =0y « es unidad. Si k = 1, entonces tenemos U7, = U2q1 - - - qs-
Supongamos que s > 1. Entonces 1 | u> o 1 | q; para algun j.
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La primera afirmacion no es posible, asi que g; = ujm, para algin
uy € U(A). No perdemos generalidad si suponemos que j = 1 y asi
tenemos

UITT = UpU TN G2 -+~ s

Por lo tanto u; = wouiq2---4s y dz,....4s € U(A) lo cual es absurdo
pues los g; son irreducibles. Asi que s = 1y 1 es asociado de q;.
Supongamos que si

X=UTT -~ T = U24q1 - -~ s
entonces k = sy cada 1r; es asociado de algun g;. Consideremos
ULT - - T Ty = U241 - (s,

con u;,u; € U(A). Entonces T, es asociado de algun g; el cual
podemos suponer que es q;. Asi g1 = u) 1. Por lo tanto

li /
UNTTY - T TR = Up UG Ty - - - ds.
Cancelando 1,1 en ambos lados obtenemos
! S/
ULTO - - - T T = U2U G5 - - - (-
Porlotantok=s—1yasik+1=s. O

1.1.2. El anillo de los enteros gaussianos. Consideremos la ex-
tension de campos Q(i)/Q. Definimos en anillo de los enteros gaus-
sianos como:

Zli] = {x € Q(i) : f(x) = 0 para algun f(x) € Z[x]moénico}.
Aunque esta definicion no describe explicitamente a los elementos
de Z[1i], se puede probar relativamente facil que
Zlil={a+bi:a,becZ} =Z+il.

Mas adelante veremos con detalle como describir estos anillos que
provienen de manera natural de extensiones cuadraticas del campo Q.

La funcién norma N : Z[i] — Ny definida como N(a + bi) = a® + b?
tiene las siguientes propiedades:

i) N(a+bi)>0yN(a+bi)=0siysblosia=>b=0.
ii) N((a + bi)(c + di)) = N(a + bi)N(c + di).
iii) a + bi tienen inverso multiplicativo en Z[i] si y so6lo si
N(a + bi) = 1. Concretamente U(Z[i]) = {1, -1, i, —i}.
iv) Si a + bi | ¢ + di, entonces N(a + bi) | N(c + di).

La riqueza del anillo Z[i] proviene de la posibilidad de dividir, tal
como sucede en Z.
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TEOREMA 1.21. [Algoritmo de la division en Z[i]] Si z1, z, € Z[i] con
z, # 0, entonces existen k, 6 € Z[i] tales que

z1=2k+6 y 0 < N(S) < N(zp).

” L o z .
DEMOSTRACION. Prueba rapida: Escribimos “l _ A+Bicon A,BeQ
z

2
y elegimos los enteros Xx,  con la siguiente propiedad:
1 1
A—x|< = B—y| < =.
| <5 v B=yl=5

Los enteros gaussianos k = x+ yiy = z; — z»(x + i) satisfacen la
afirmacién del teorema. O

Puesto que Z[i] es un anillo euclidiano, entonces Z[i] es un dominio
de ideales principales y por tanto es un dominio de factorizacién tnica.
En cualquier dominio de factorizacion Unica A se cumple la siguiente
afirmacion: Sean a,b € A tal que mcd(a, b) = u, para algan u € U(A)
con ab = z". Entonces a = x" y b = y". La definicién de primo o
irreducible es la de siempre.

TEOREMA 1.22. Si N(a + bi) = p, donde p es un primo racional,
entonces a + bi es un primo en Z|i).

DEMOSTRACION. Supongamos que a + bi = (¢ + di)(e + fi). Entonces
N(a + bi) = N(c + di)N(e + fi) = p.

Por lo anterior N(c+di) = 1 6 N(e+fi) = 1 y en consecuencia c+di € U(A)
0 e+ fi € U(A). Por lo tanto a + bi es un primo en Z[i]. O

Como ejemplo al teorema anterior, 1 +1i es un primo en Z[i] porque
N(1 +1i) = 2 y por la misma razén u(l + i) es un primo para toda
u € U(Z[i)).

TEOREMA 1.23 (Teorema de Fermat). Si p es un nuimero primo en 7
yp =1 (mod 4), entonces existen a,b € Z tal que p = a® + b°.

DEMOSTRACION. El lector interesado en una demostracion, le suger-
imos ver el Teorema 4.3.2 en [25]. U

Observe que si a, b € Z, entonces a® + b> = (a + bi)(a — bi). Por lo
anterior, un primo de Z de la forma 4n + 1 lo podemos escribir como
suma de dos cuadrados y por tanto es factorizable en el anillo Z[i].
Este hecho abonara a la clasificacién de los irreducibles (o primos) en
el anillo Z[i].

TEOREMA 1.24. Los primos en Z[i] son :
i) 1+ 1 y sus asociados.
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ii) Los factores a + bi de primos racionales de la forma 4n +1 y
sus asociados.
iii) Los primos racionales de la forma 4n + 3 y sus asociados.

DEMOSTRACION. Para la afirmacion i) tenemos que N(1 + i) = 2,
entonces 1 + i y sus asociados son primos. Ahora consideremos un
primo racional p de la forma 4n + 1. Sabemos que

p = a® + b? = (a + bi)a — bi),
asi p = N(a + bi) = N(a — bi) y por lo tanto a + bi y a — bi son primos.
Para la afirmacion iii) consideremos un primo racional p = 4n +3 vy
supongamos que
p = (a + bi)(c + di)
con N(a + bi) > 1 y N(c + di) > 1. Entonces
N(p) = p° = (a® + b*)(c* + d*)

implica que p = a®+b? 6 p = ¢® +d? lo cual es imposible para un primo
racional de esta forma. Por lo tanto p es primo. Ahora mostraremos
que éstos son todos los primos en el anillo Z[i]. Sea 1t cualquier primo.
Entonces

N(m) = it = 2 p{pse - poalab? - af
donde los p; y g, son primos racionales de la forma 4n +1y 4n +3
respectivamente. Por lo tanto

it = (1 + )N1 — DM e, . s gh . ghr,

En virtud de la unicidad de la factorizacién tenemos que 1T es
asociado de algiin primo de la lista

1+l! ]-_ly M, Tl—’ly"'!TrS! ﬁS! q11---:6Ir-

Por lo tanto, cualquier primo de Z[i] es alguno de los considerados
en este teorema. O

Problema: Completa los detalles de la demostracion del Algoritmo de
la divisiéon en ZJi].

Veamos un ejemplo de como usar a los enteros gaussianos para
resolver una ecuacion diofantina.

TEOREMA 1.25. La ecuacion x> — y* = —1 tiene como unica solucion
enteray=1yx=0.

DEMOSTRACION. Tenemos la factorizacion:

V3 = (x +i)(x — 1)
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Asi que esto sugiere usar el anillo de los enteros gaussianos Z[i].
El lector interesado puede seguir los siguientes pasos para concluir la
demostracién:

i) Se demuestra que med(x +1i,x — i) = 1.
ii) Se concluye que x +1i = (a + bi)®> y x — i = (a — bi)® !salvo
unidades.

y el resto debe ser rutina. O

Problema: Considerar el anillo Z[2i] = {a + 2bi : a,b € Z}. Encuentra
U(Z[21]). Demuestra que 2 y 2i son irreducibles. ;Son primos en Z[2i]?
¢Es Z[2i] un anillo de factorizacion tnica aun cuando Z[2i] C Z[i]?

1.1.3. La ecuaciéon de Bachet (1624) x> — y® = —19. En este
ejemplo veremos como un anillo que no tiene la propiedad de ser
de factorizacién Unica, esta sumergido en un anillo que si es un DFU.
Consideremos la ecuacion diofantina x> — y® = —19. Primero veremos
un critero que nos indique si nuestra ecuacion es o no soluble en los
enteros x, y. La igualdad

X2 +19 = (x +vV—19)(x — vV—19) = »7,
nos sugiere trabajar en el anillo Z[v/—19] = {a + bv/—19: a,b € Z}.

En este caso, la funcion norma esta definida como N(a + by/—19) =
a® + 19b°. Es facil mostrar que el elemento a + b/—19 tiene inverso
multiplicativo en el anillo Z[+/—19] siy solo si a® + 19b? = 1. Primeras
consideraciones:

i) Si 19 | ¥, entonces 19 | »* y por tanto 19 | x. Asi
x? — 33 =19%q = —19 lo cual es imposible en Z. Similarmente
24 y.En conclusion 191y 24 y. Asi1 =ry3 +s(2-19) en Z.

i) UZ[v/—=19]) = {1,—1}.

iii) Sea p € Z[v/—19] tal que p | x++v—=19y pu | x — /—19).
Entonces p | 2v/—19 y por tanto u | 2 -19. Pero u | »3,
asi que p | ry3+s2-19 = 1. Asi gy = £1 y por lo tanto
mcd(x ++/—19,x — v/—19) = 1. Notemos que cualquier unidad
en Z[v/—19] es un cubo.

iv) x+v/—19 = (a+b/—19)® = (a®>—3-19ab?®)+(3a’b—19b%)\/—
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v) El sistema:
x=a® -3 19ab?
1=3a’b — 19b°,
no es soluble en Z.

vi) De lo anterior concluimos que la ecuacion x> — 3% = —19 no
es soluble en Z.

A primera vista todas las operaciones que efectuamos son correctas.
Pero

18° - 7% =-19
¢qué hicimos mal? Observemos la siguiente factorizacion

35=5-7=4+v-1994 — v-19)

;Por qué son diferentes? ;o son la misma? Por comodidad recordemos
nuestras definiciones:

DEFINICION 1.26. 1T es primo si 7 | &, entonces 7w | &« 6 1 | B.

DEFINICION 1.27. 1T es irreducible si m = «f8, entonces « 6 8 es
unidad.

Como ya habiamos observado en el Teorema 1.11, cualquier elemento
primo es irreducible, pero no necesariamente un elemento irreducible
es primo. En nuestro caso 5,7,4++/—19,4 — v/—19 son irreducibles en
Z[v/—19] no asociados dos a dos. ! Y no son primos. Por ejemplo, 5 es
irreducible: Si 5 = 8, entonces
25 = N(a)N(B)

y por tanto

N()=5=N(B) o

N =25 y N(B)=1.

El primer caso no es posible y asi 8 es unidad. ;Por qué 5 no es primo
en Z[+/—19]? Primero notemos que

5] (4+v/=19)4 — vV—19).
Si5|4++—19, entonces 4++/—19 =5(a+by/—19) = 5a+5by/—19.

En particular 5 | 4 en Z, lo cual es imposible. Similarmente 5 {4 —/—19
y por tanto 5 no es primo.

Mas adelante veremos que el anillo Z[+/—19] esta contenido en otro
anillo que es de factorizacién unica, aun cuando Z[v/—19] no lo es.
¢{Como explicamos este fenomeno?
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TEOREMA 1.28. Las soluciones enteras de la ecuacion de Bachet
x> —y3=—-19son:x=+18yy="7.

DEMOSTRACION. Asuma que el anillo Z + 7 =19 \/2—19) es de factor-

izaciéon tnica, U(Z + Z(1=12 {19)) = {1,—1}. Después siga las mismas
ideas desarrollando la igualdad

x+\/—79=(%\/_719>3. O

1.1.4. El problema de las unidades y la factorizacion. En esencia,
las ideas que hemos utilizado son las mismas. Ahora consideremos la
ecuacion x> — 18 = y3. En este caso tenemos

x? =18 = (x — VI8)(x + V18) = (x — 3v2)(x + 3v/2) = 3,
y por lo tanto, parece conveniente trabajar en el anillo
ZIV2]l={a+bV2: a,bc 7}

Se sabe que Z[v/2] es euclidiano y en consecuencia, es un anillo de
factorizacion Unica en donde elemento primo e irreducible coinciden.
Un ejercicio facil para el lector consiste en mostrar que v/2 y 3 son
elementos primos en Z[v/2]. Ahora notemos que si x = 2t y y = 24,
entonces x2 =0 (mod 4) y

x?=4t2=8¢>+18=2=0 (mod 4),

lo cual no es posible. Obviamente, no puede suceder que Xx,y
tengan paridad diferente. Por lo tanto, si x,y es cualquier solucion,
necesariamente X,y deben ser impares. Supongamos que el lector ya
ha verificado que 3 es primo en ZIV?2).

Ahora mostraremos que la ecuacion x> — 18 = 33 no es soluble.
Primero veremos que los factores x—3+v/2 y x+3+v/2 son primos relativos
en el anillo Z[v/2].

Sea o = med(x — 3v/2, x + 3v/2) y m algin divisor primo de «.
Entonces 1 | 61/2 y puesto que 2 = (v/2)> tenemos 1 | 3 - (v/2)3. Si
7 | /2, tenemos que 1T = uy/2 para alguna unidad u € Z[v/2]. Como
7T | x+3+/2, entonces v/2 | x +3+/2. Por lo tanto 2 | x y x es par, lo cual
no es posible.

Por otro lado, si 1 | 3, entonces 1 = 3u para alguna unidad
u € Z[/2]. Por lo anterior tenemos que 3 | x +3v2vyasi3 |yy3|x.
Sea y = 3a y x = 3b. Entonces de la igualdad x> — 18 = 3 obtenemos
b?> = 3a® +2 = 2 (mod 3). Puesto que x es impar, necesariamente
b debe ser impar. Si b = 3k +r y k es par, entonces b =3k +1y
por lo tanto b?> = 1 (mod 3), lo cual no es posible. Analogamente
si k es impar obtenemos un absurdo. Por lo anterior, 1 { 3. En
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conclusion, « no tiene divisores primos y asi &« debe ser una unidad.
Hemos mostrado que mcd(x + 3v2,x — 3v/2) = 1. Por lo tanto cada
factor de y° = (x + 3v/2)(x — 3v/2) debe ser un cubo. Supongamos que
X + 32 = (a + bv/2)3. Entonces

x+3V2=a®+3a’bV2 +6ab® + 2b*V2 = (a* + 6ab®) + (3a’b + 2b*)V/2.
De la igualdad anterior surge el sistema
a®+6ab’ = x
3a°b +2b° = 3.
La segunda ecuaciéon la podemos escribir como
b(3a*® +2b*) = 3,

la cual evidentemente no tiene solucion en los enteros a,b. Si
trabajamos con la igualdad x — 3v/2 = (a + bv/2)?, llegamos a la misma
conclusion. Por lo anterior x> — 18 = 7 no tiene soluciones enteras
x, v. Algo hicimos mal: 19% — 18 = 73,

Uno de los errores que cometimos fue suponer incorrectamente

que cada factor de
2 = (x +3V2)(x - 3v2)

es un cubo y por otro lado, desconocemos a los elementos invertibles
en Z[v/2]. Para esto, debemos resolver la ecuacion x> — dy? = +1 y el
método indicado para encontrar unidades en ésta clase de anillos es la
teoria de las fracciones continuas. Una buena exposicion de este tema
es [13]. Por lo pronto nos adelantamos afirmando sin demostracion
que los elementos invertibles en Z[v/2] son:

{(EQ +V2)": n e 7).
Por ejemplo (1 + V2)2 = 3 +24/2 satisface
Y+3v2=19+3vV2 =3 - V231 +V2)>
Regresando a nuestro error, no debimos explorar la igualdad y +3+v/2 =

(a + bv/2), aqui lo que debimos estudiar es y + 3v/2 = (a + bv2)3u,
donde u es alguna unidad del anillo ZIV2].

1.1.5. El anillo Z[\/-5] y factorizacion de ideales. Ahora es-
tudiemos otro ejemplo que nos ilustrara un método para factorizar ide-
ales. Supongamos que 3 = x2+5 = (x+v/—5)(x —/—5). Vamos a traba-
jar en el anillo Z[v/—5] = {a+by/—5 : a,b € 7}, en el cual no se cumple
la factorizacion tnica pues por ejemplo 21 = 3.7 = (4 ++/—5)(4 —v/=5).
A nivel de ideales tenemos que

(0°) = (x +V=5){x = V=5)
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en donde (x ++/—5) vy (x — v/—5) son ideales primos relativos. En

particular

(x+vV-5)=D
para algun ideal I. El numero de clase de Z[v/—5] (;?) es 2 y I’ es
principal, entonces I es principal. Digamos que I = (a + b/—5). Asi

B ={(a+bv-5)? = (x+v/-5).
Por tanto
x+v=5 = (a+bv—=5)° =a®+3a’°bv/—5 + 3ab?(=5) + b*(=5)vV—5
= (a® — 15ab*) + 3a’b — 5b*)\/—5.
En particular 3a’b — 5b3 = b(3a?> — 5b%) = 1y b = 1. Cualquiera
que sea el valor de b nos lleva a que a ¢ Z. Por lo tanto la ecuacion

% = x? + 5 no tiene soluciones enteras. jNo tener factorizacion tnica
no es grave!

1.1.6. El anillo Z[+/10]. En esta seccién estudiaremos con detalle
la aritmética del anillo

ZIV10] = {a +bV10 : a,b € Z}.

Veremos, entre otras cosas, que no es un anillo de factorizacion
Unica, encontraremos el grupo de unidades y daremos ejemplos de
como se comportan distintas factorizaciones de un mismo numero.
Comenzaremos definiendo la norma de un elemento. Consideremos la
funcion

N:Z[V10] — Z
definida como N(a + bv/10) = a? — 10b?. Observemos que

N(a + bV'10) = (a + bv/10)(@ — b\/10).
TEOREMA 1.29. La funcion N es multiplicativa.
DEMOSTRACION.
N(a + bV10)N(c + dV'10) = (a® — 10b*)(c* — 10b?)
=a’c® — 10a’d* — 10b°c* + 100b°d*
= (ac +10bd)* — 10(ad + bc)*
= N((a+bV10)(c +dV10)), O

LeEma 1.30. a + bv/10 € U(Z[V10]) siy sélo si [N(a + b\/10)| = 1.

DEMOSTRACION. Si « es una unidad, entonces &~ ! es un elemento
del anillo. Como la norma es multiplicativa, entonces:

N(eN(x ") = N(xor ™) = N(1) =1,
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y debido a que el codominio de la norma es Z, entonces las unicas
posibilidades son

N@=NahH=1 6 N@@=Nu"=-1,

en cualquier caso, se cumple la afirmacion. Reciprocamente, si
N(a + bv/10) = 1, entonces

(a+bV10)a — bV10) = 1,

y por lo tanto, a + b+/10 es una unidad, pues a — b+/10 es su inverso
multiplicativo. Si N(a+b+/10) = —1, entonces (a+b+v10)(a—b+/10) = —1
y —a + bv/10 es el inverso multiplicativo de a + b+/10. Il

Como caso particular del célebre Teorema de las Unidades de
Dirichlet sabemos que el anillo 7Z[v/10] contiene una unidad especial
€ > 1 que satisface: si yu € U(Z[+/10]), entonces existe n € Z tal que
u = £€". Esta unidad se conoce como la unidad fundamental del anillo.
Vamos a demostrar que € = 3 +/10.

ProPOSICION 1.31. Siu € U(Z[v/10]), entonces u = =(3++/10)™, para
alguin m € Z.

DEMOSTRACION. Primero vamos a mostrar que no existen unidades
utal que 1 < pu < 3++/10. Supongamos que efectivamente, existe al
menos una unidad u tal que

1 <u<3+v10.

Si escribimos u = a + bv/10, entonces podemos suponer sin
pérdida de generalidad que a,b € N (;por qué?). Observemos que
1 = |(a + bV/10)(@ — by/10)|. Si escribimos j1 = a — b\/10, entonces es
claro que:

i) 1 € Z[V10].
i) |pu~t = |up| = 1.

iii) u+ p=2a € 27.
Puesto que 1 < u < 3 ++/10, invirtiendo se tiene

V10 -3 = <p<1,

1
3++v10
V10 -2 < u+p<4++10,

y por lo tanto

o equivalentemente

210—1<u;“<2+—210.
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Con ayuda de una calculadora obervamos que

val V1
T0_1>'5811 y TO+2<4.

Por lo tanto, necesariamente a = 1,2 6 3. En cada caso producimos las
ecuaciones

1—10b?> =41, 4—10b°>=+1, 9-—10b?=+1,

las cuales no son solubles en el entero b. Lo anterior significa que la
unidad 3 + v/10 es la menor unidad positiva en el anillo Z[+/10].

Ahora fijemos una unidad positiva de Z[+/10], digamos u’. Como

lim 3+v10)"=0 vy lim 3++vV10)" = o0,
N—+00

n——oo

y para todo n € Z se tiene que (3++v/10)"* < (3++/10)"**! entonces existe
un Unico m € Z tal que

B+V10)" < u’ < (3 +V10)™ ",
Multiplicando por (3 + v/10)~™ obtenemos
1<u'B+vV10)™™ <3++10,

pero no hay ninguna unidad entre 1y 3++v/10 asi que 1 = u/(3++/10)~™,
y por lo tanto u’ = (3 + v10)™.

Ahora, si 1’ es negativo, multipliquemos por —1, y debe cumplirse
que —u’ = (3 +/10)" para algin m € Z; por lo tanto, u’ =
—(3+V10)™. u

Problema: Encuentre un isomorfismo entre los grupos U(Z[v/10]) y
Zz X 7.

Problema: Sea Z[v/2] = {a + b2 : a,b € Z}. Demuestre que la unidad
fundamental en éste anillo es 1 + v/2.

PROPOSICION 1.32. Si &, B € Z[+/10] son asociados, entonces |N(x)| =

IN(B)|.
DEMOSTRACION. Facil ejercicio para el lector. O

Problema: Encuentre dos numeros en Z[i] con la misma norma y no
asociados.

Problema: Encuentre dos niimeros en Z[+/10] con la misma norma y no
asociados.

Problema: Demuestre que 2 y v/10 no son asociados en el anillo Z[+/10].
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En conclusion, para que un dominio entero no sea de factorizacion
Unica basta con encontrar un numero irreducible que no sea primo. En
Z[v/10] el niimero 2 es irreducible, sin embargo 2 - 5 = 10 = v/10/10,
asi que 2 | 10, pero 2 { 1/10. Esto altimo lo podemos demostrar usando
el siguiente lema.

LeEma 1.33. Six, B € ZIv10] y & | B, entonces N(x) | N(B).
DEMOSTRACION. Facil ejercicio para el lector. O

Regresemos a nuestra discusiéon de primo e irreducible. Por
ejemplo, en el anillo Z[+/10] tenemos que 7 es un elemento primo,
y dos distintas factorizaciones de 70 son:

70=2.5.7
=v10-v10-7

en donde 2,5,+/10 son irreducibles, pero no son primos, por lo que
en algunas factorizaciones si aparecen y en otras no; sin embargo 7 si
es un elemento primo, y como tal, aparece en las dos factorizaciones
de 70. ;Sera posible factorizar (aunque sea tedricamente) cualquier
elemento de Z[+/10]?

TEOREMA 1.34. Six € Z[v/10], con & # 0 y no unidad, entonces « se
puede escribir como producto finito de irreducibles.

DEMOSTRACION. Prueba rapida: Consideremos el conjunto

A={x € Z[V10]\ {0} : x no es unidad y x
no es producto de irreducibles}

y suponga que B = {|N(x)| : x € A} # 0. La conclusion es casi
inmediata. O

Problema: Escriba los detalles de la demostracion del Teorema 1.34.

Problema: Con respecto a las dos factorizaciones diferentes del numero
70 piense usted jpor qué siempre aparece el 7? Intente formular una
conjetura al respecto.

Aparentemente tenemos algo muy bueno (aunque hasta el momento
es teodrico): la certeza de poder factorizar como producto finito de
irreducibles. Ahora surgen otras dudas: ;sabemos identificar a un
elemento irreducible? jsabemos distinguir un irreducible de un primo?
En general y afortunadamente, la respuesta no es muy alentadoray para
muestra basta un boton: El caso del anillo Z, en donde existen muchos
misterios por resolver. Por ejemplo, hasta la fecha, absolutamente
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nadie tiene un algoritmo eficaz para factorizar enteros y mas aun, no
se tiene un método o prueba (test) que identifique a los primos de Z.

En Z[v/10] el problema de la no factorizaciéon inica no se hereda al
semigrupo de los ideales # 0 del anillo.

TeEOREMA 1.35. En Z[V10] todo ideal distinto de (0) y de (1) se
factoriza de forma vinica como producto de ideales primos.

DEMOSTRACION. Usualmente se demuestra que el nimero de clase
es finito (!!). Luego la conclusion es facil. Posponemos la demostracion
para mas adelante porque aun no sabemos qué es el numero de
clase. O

Diremos que un ideal I divide al ideal J si existe un tercer ideal
K tal que J = IK (es la misma definicion de divisibilidad en un anillo).
Tenemos la siguiente equivalencia importante: I divide a J siy s6lo si I
contiene a J, esto es:

I|J si y sélo si 1D ].
En Z, todos los ideales son principales y gracias a esto se cumple
(a)(b) = (ab),
asi que a | b siy sélo si (a) | (b) o equivalentemente
a|lb siysélosi {(a) 2 (b).

Por ejemplo 6 | 18 pues (6) D (18) y (6)(3) = (18). Ahora daremos
algunos ejemplos para ver como podemos utilizar la factorizacion
Unica en ideales para factorizar los elementos del anillo. Regresemos
al nimero 70 en el anillo Z[v10]. Sabemos que 70 tiene dos
factorizaciones como elemento, pero el ideal principal (70) solamente
tiene una factorizaciéon en ideales primos:

(70) = (2,v10)%(5,V10)2(7).

Es importante observar que (2, +/10) y (5, v/10) se describen usando
dos generadores; de hecho, esto es necesario pues estos dos ideales no
son principales. Sin embargo

(2,V/10)2 = (2), (5,v/10)2 = (5), (2,v10)(5,v10) = (+/10),

asi, de aqui se obtienen las dos posibles factorizaciones de 70, la
primera

(70) = (2,V10)*(5,V10)*(7) = (2)(5)(7)
y la segunda factorizacion se obtiene agrupando los ideales no
principales de otra forma:

(70) = (2,4/10)(5,v/10)(2,v/10)(5,v/10)(7) = (+/10)(+/10)(7).
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El anillo Z[+/10] tiene algunas propiedades que seran muy utiles a
la hora de agrupar ideales como en el ejemplo anterior.

PROPOSICION 1.36. Sea 1 € Z[v/10]
i) 7T es primo si'y sélo si el ideal principal (Tt) es primo.
ii) 1t es irreducible, pero no primo, si'y solo si (1t) = P;P, donde
Py, P, son dos ideales primos tales que ninguno de los dos es
principal.

El inciso i) es valido en cualquier dominio entero, sin embargo, el
inciso ii) depende del anillo en el que estamos factorizando. Como
consecuencia de lo anterior, para poder clasificar los elementos primos
e irreducibles de Z[v/10] basta con encontrar todos los ideales de
Z[+/10] y decidir si son o no principales. Por ejemplo

I = (2,v/10), I, = (3,1+V10) , I3 = (13,1+2V10), I, = (37,18 +5/10)

son cuatro ideales primos que no son principales (;por qué?) vy
observamos que el producto

11[2[314 = <2 +17v 10>

es principal. Asi que, para encontrar todas las factorizaciones de
2+17+/10 tendremos que encontrar todas las posibles agrupaciones de
parejas de estos ideales. En total son:

LI, = (4 +10)
1113_<8+3F>
I = (42 — 13V/10)
II3 = (7 +V10)
LI, = (19 — 5v/10)
L1, = (29 + 61/10)
L1304 = (4 +/10)(29 + 6V10)
L1314 = (8+3v/10)(19 — 5v/10)

L1314 = (42 — 13V/10)(7 + V10)
Ahora observemos los siguientes productos:
(4 +v/10)(29 + 63/10) = (176 + 53V10)
(8 +3v10)(19 — 5v/10) = (2 + 17/10)
(42 — 13V10)(7 + V10) = (164 — 49v/10),

y notemos que

(164 — 49v10)(3 + V10)? = (2 + 17V10)(3 + V10) = 176 + 53v10.
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Por lo tanto 164 — 49v/10 ~ 176 + 53v/10. Asi que, para encontrar
todas las factorizaciones en irreducibles de 2+17+/10 tomamos las tres
factorizaciones de ideales anteriores y multiplicamos por la unidad
correspondiente. Esto no es un ajuste artificial pues en cualquier
anillo conmutativo si u es una unidad y () es un ideal principal,
entonces (x) = (ux); asi que lo que pasa es que tenemos los ideales
que necesitamos, pero no estan representados con los generadores
adecuados. Si al ideal (29 + 6+/10) lo hubiéramos expresado como

(29 +6v/10) = < r(29+6\ﬁ> (—27 +11v/10),

tendriamos

(2+17V10) = (4 +V10)(—27 + 11V10),

donde ahora si, 2 +17v/10 = (4 + v/10)(—27 + 11v/10). De la misma
forma, si en lugar de (7 + 4/10) tomamos

(7 +V10) = (7 + V10)(3 + V10)) = (31 + 10v/10)
encontramos que
(2+17v10) = (42 — 13v/10)(31 + 10v/10).

Asi que, como éstas son las Unicas tres posibles agrupaciones
de dos en dos de los ideales Iy,I»,I3,14, entonces las Unicas tres
factorizaciones de 2 + 17+/10 son:

2+17v/10 = (4 +v10)(—27 + 11/10)
= (8 +3v10)(19 — 5/10)
= (42 — 13V10)(31 + 10v/10).

Cualquier otra factorizaciéon que encontremos sera equivalente
a alguna de estas tres. Por ejemplo, si tomamos la unidad u =
721 — 228+/10, la primera factorizacion también la podriamos escribir
€omo:

2+17V10 = 4 +V10) (=27 + 11V/10)
=4+ \/ﬁ)ua(—27 +11v/10)

—27+11v10
=4 +v10)(721 — 228V10) ——F—
( X )721 — 22810

=(604 — 191v10)(5613 + 1775v/10).

De esta forma hemos obtenido otra factorizacion de 2 + /17, pero
esencialmente (4++v/10)(—27+11v/10) y (604—191v/10)(5613+1775+/10)
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son la misma factorizacion pues 4++/10y 604 —191+/10 son asociados
y —27 +114/10y 5613 + 1775+/10 también lo son.

Finalizamos el estudio del anillo Z[v/10] enunciando algunos
resultados (sin demostraciéon) que mas adelante nos permitiran saber
cuales son los ideales primos del anillo y distinguir si son o no
principales.

PROPOSICION 1.37. Dado un ideal primo P de Z[v/10], existe p € Z
primo tal que P | {p).

El resultado anterior nos dice que basta con estudiar como se
factorizan los ideales de la forma (p) para todos los primos p de Z con
el objeto de encontrar todos los ideales primos de Z[v/10]; que es lo
que tenemos gracias a la siguiente proposicion.

PROPOSICION 1.38. El ideal (p) se factoriza como producto de ideales
primos de acuerdo a las siguientes condiciones:
i) Sip=206p=>5,(p)={(p,V10)2
i) Sip=1,3,9,13,27,31,37,39 (mod 40) la ecuacion a’> = 10
(mod p) tiene solucion, y dado un valor de a, (p) = (p,a +
V10)(p,a — v/10).
iii) Sip =7,11,17,19, 21, 23,29, 33 (mod 40), entonces (p) es un
ideal primo.

Notemos que cualquier otra posibilidad médulo 40 nos da un
multiplo de 2 o un multiplo de 5, que no pueden ser nimeros primos,
por lo que estos dieciocho casos cubren todos los primos de Z modulo
40. Por ejemplo, 53 es un primo congruente con 13 moédulo 40, asi que
cumple la condicién del caso ii). Una solucién de a® = 10 (mod 53) es
13. Por lo tanto

(53) = (53,13 +V10)(53,13 — V10).

Por otro lado, 97 = 17 (mod 40), asi que el ideal (97) es un ideal
primo de Z[v/10]. Finalmente, para poder clasificar los primos y los
irreducibles de Z[+/10] tenemos que saber cuando un ideal primo es
principal y cuando no lo es. En el caso del inciso iii) es claro que
los ideales primos (p) son principales, y en el inciso i) el proceso es
finito, por lo que podemos verificar que ninguno de los dos ideales es
principal. Asi que el principal problema son los ideales del inciso ii).

PROPOSICION 1.39. Sea P un ideal primo. P es principal siy solo si se
cumple alguna de las siguientes condiciones:
i) P=(p) conp=7,11,17,19,21,23,29,33 (mod 40).
ii) P=(p,a++v10) conp = 1,9, 31,39 (mod 40).
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P no es principal si y solo si se cumple alguna de las siguientes
condiciones:
iii) P =(2,v/10).
iv) P =(5,4/10).
V) P=(p,a++/10) conp = 3,13,27,37 (mod 40)

Con esto ya sabemos cuando un ideal es principal y cuando no lo
es, lo que nos ayuda a encontrar todos los primos y los irreducibles de
Z[+/10], pues sabemos que si P es un ideal primo principal, entonces
cualquier generador de P es un elemento primo, y si P;,P, son
dos ideales primos no principales, el producto de ellos va a ser un
ideal principal generado por un irreducible que no es primo. Por
ejemplo (53,13 ++/10) y (53,13 — v/10) son ideales primos que no
son principales, pues 53 = 13 (mod 40), por lo que (53), que es el
producto de éstos, es un ideal principal que es producto de dos ideales
primos no principales, lo que nos indica que en Z[v/10] el nimero 53 es
irreducible, pero no es un nimero primo. De hecho, esto mismo sucede
con cualquier primo p de Z congruente con 3, 13, 27 6 37 médulo 40.

Concluimos con el siguiente criterio, que es consecuencia de todo
lo anterior:

TEOREMA 1.40. Sean 1 = a + bv/10 € Z[V/10] y N(11) = a® — 10b°.
Entonces 1t es un elemento primo si y solo si se cumple una de las dos
condiciones siguientes:

i) |[N(m)| =p, con p un primo de Z, p = 1,9, 31,39 (mod 40).
ii) |N(m)| = p? conp unprimodeZ,p = 7,11,17,19,21, 23,29, 33
(mod 40).
Yy 1T es un irreducible si y solo si t cumple alguna de las siguientes
condiciones:
i) 1T es primo.
i) |N(m)| = pq con p y q dos primo de Z (que pueden ser iguales
o distintos), p = 2,3,5,13,27,37 (mod 40).






Capitulo

Numeros algebraicos

En este capitulo desarrollaremos formalmente la teoria que sus-
tenta el capitulo anterior.

DEFINICION 2.1. Un numero complejo z es un entero algebraico
si z es raiz de algin polinomio moénico con coeficientes enteros
px) = x"+ A1 x" 1+ +ax+ay.

Si denotamos por Q = {z € C : z es un entero algebraico}, entonces
Q es un anillo. Antes de ver una prueba rapida de la afirmacién anterior
necesitamos recordar algunos conceptos. Un Z-mo6dulo es un conjunto
W C C tal que:

i) Si y1,y> € W entonces y; +y, € W.
ii) Existen yq,y2,...,¥Yn € W talesque W = y1Z + yoZ + - - - + Y Z.

PROPOSICION 2.2. Sean W un Z-modulo y w € C tal que wy €¢ W
para todo y € W. Entonces w € Q.

DEMOSTRACION. Por hipétesis wy; € W para 1 < i < n. Entonces,
n
wyi =Y aiy; 1
j=1

con a;j € Q. Sea
1 sii=j
8ij :{ J

0 siidj’
entonces,
n
Wy =0;iwy; = Z 0ijwy; (2)
=1

Igualando (1) y (2) obtenemos que
n n
> aijyi=)_ 8wy,
j=1 j=1

y por lo tanto
n

n n
0= ayy;— > Sijwy;=» (aij— 8ijw)y;.
-1 -1

j=1

25
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Si A = (a;; — 6bijw), observamos entonces que det(A) = 0y
det(a;; — 8;;x) es un polinomio de grado n con coeficientes enteros
del cual w es raiz. Por lo tanto, w € Q. O

Observe que si W = {0}, entonces la proposicion anterior no se

2
cumple. Por ejemplo, = -0 e Wy 3 ¢ Q.

3
TEOREMA 2.3. Q es un anillo.

DEMOSTRACION. Sean wi,w> € Q. Existen ry,...,¥n_1 € Z Yy
S0,--+,¥m—1 € Z tales que

w? +rn_1w’f_1 24 kw79 =0,

w§”+sm,1w2 + Sm_p Wy 2445 w0 +50=0.

Sea V el Z-modulo obtenido al formar todas las Z-combinaciones
lineales de elementos wllwé con 0 <i<nyO<j< m Para
y € V, tenemos que w;y € V ya que si

n—1lm-—1
_ i,,J
Y—E E aiju; Wy,
i=0 j=0

entonces
n—1lm-1 n—l1m-1
l+l
w1y = W1 E E auw w2 E E ai;w
i=0 j=0 i=0 j=0
n—-2m-—1 m—1
_ 1+1 J J
= E E ajjw;  w; + E An— I)Jw wsy
i=0  j=0 =0
n—-2m-—1 m—1
_ i+1, . J n J
= aijjw; Wy + Wy E An—1)07
i=0 j=0 =0
n—2m-—1 m—1
_ i+1 n—1 J
= a;jw] w2+( Yn—100] —-~-—rlw1—r0)§ Apn—-1)jW05.
i=0 j=0 7=0

(1.1)

Esto es una Z-combinacion lineal de elementos wiw?} con1<i<ny
1 < j <m,porlo que yw; € V. Analogamente yw, € V.

Por lo anterior yw; + yw, € V, lo que implica que y(w; + w>) se
encuentra en V para todo y en V, por lo tanto, aplicando la proposicion
anterior, w; + w> es un entero algebraico.
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Multiplicando (1.1) por w;, obtenemos

n—2m—1
i+1 j
(w1y)wp) = |:E E aijwj (Ué
i=0 j=0
m—1
F (=¥ — i~ Wy — 1) a W] w
n—1Wq 101 0 n—1);jW%o 2
Jj=0
n—2m-2 n—2
i+l , Jj+1 i+1, m
= E E ajjwq wé + E ai(m_l)wll w-
=0 j=0 i=0
m—2
n—1 j+1
(=T — - =Wy — Tp) E An—1)jW3
j=0
n—1
+ (=T 1w — - = W — Y)Am—1)j WY
n—2m-—2 n—2
_ i+l ,, Jj+1 m i+1
= E E ajjwy Wy  + Ww;r E Aim—-1)W1
i=0  j=0 i=1
m—2
n—1 Jj+1
+(=rp1w; " — - = TW1 — Tp) E An—1)jW03
j=
n—1
+ Am—1m—1)(=Tn_1W0] "~ — - =Wy — Tp)
n—-2m-2
m—1 i+1,, j+1
(=Sp_15 ! — o — 51007 — ) E E a;;wiw?
i=0 j=0
n—2
m—1 i+1
+(=Smo1wy " — - — S1W2 — S)) E Aim—1)W]
i=1
m—2
n—1 +1
+(=Trp1w; " — - =Wy — Tp) E A(n—1)jW)
j=1
n—1
+ An—1)m—1)(=Tn—10]" — -+ =1 W1 — ¥p)
m—1
(=Sp—1; " — - = S1W01 — o).

Este numero es una combinacion lineal con coeficientes enteros de
elementos de la forma wﬁwé conl <i<ny?2<j< m. Porlo tanto
ywiw> es un elemento de V, y por la proposicién anterior w;w> es un
entero algebraico.

Ahora, si w es un elemento de V' \ 0, tenemos

1

e o reqw+en=0
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con ¢; € Z. El elemento —w, satisface entonces la ecuacion

D' =) + (=D e (—w) T+ — ey (—w) + e = 0.
Si t es par, entonces es un polinomio moénico con coeficientes en los
enteros. Si t es impar, al multiplicar por —1 queda un polinomio moénico

con coeficientes en Z. Esto implica que (—w) es un entero algebraico.
Debido a todo lo anterior, Q es un anillo. O

—-1+iV3
2
pues si f(x) = x>+ x + 1, entonces f(z) = 0.

EJEMPLO 2.4. Los numeros z = son enteros algebraicos,

EJEMPLO 2.5. Las raices del polinomio f(x) = x* + 1 son
—1+1i 1—-1 1+1i —-1-—1
V2 VR R V2

EjEmpPLO 2.6. Si z € Z, entonces el polinomio f(x) = x — z tiene

como raiz a z. No cualquier niimero racional 5 es un entero algebraico.

a
EJEMPLO 2.7. Demuestra que 7 € Q es un entero algebraico siy
soOlo si b = £1. Asume desde un principio que mcd(a, b) = 1.

DEFINICION 2.8. Diremos que K es un campo de numeros si
[K : Q] < co. El anillo de enteros de un campo de numeros K es el
conjunto
Ok = {x € K : x es un entero algebraico}.

El conjunto Ogtiene estructura de anillo pues claramente Og =
KN Q. Sitenemos un campo de numeros K, la primera tarea que
quisieramos resolver es saber explicitamente quién es su anillo de
enteros. Necesitamos mas herramientas para responder parcialmente a
nuestra pregunta.

Supongamos que L/K es una extension finita y sea &« € L\ {0}. Si
®1,..., &, es una base de L sobre K, entonces x«j, ... XX, es también
una base. Escribimos

n
A = E aij(xj.
i=1

Entonces la matriz (a;;) € Muxn(K) determina en forma unica la
transformacion lineal

Ta:L — L,
definida como T(x) = xx. Una observacion sumamente importante
es que la matriz (a;j) tiene entradas en el campo K y por tanto
det((ai;)) € K y traza((a;j)) € K. En particular, si K = QQ, entonces
det((aij)) y traza((a;;)) son numeros racionales.
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DEFINICION 2.9. Para « € L\ {0} de la discusion anterior, definimos
la norma vy la traza de & como N(«x) = det((a;j) y tr(x) = traza((a;;))
respectivamente.

Es claro que para calcular N(x) y t7(x) es necesario tener una base,
pero si calculamos N(x) y tr(x) con otra base jobtenemos el mismo
resultado?

EJEMPLO 2.10. Sea & = a + byv/d un elemento tipico del campo
L=Q(/d)y {1,vd} unabase de L sobre Q. Entonces la matriz (a;;) es

(a bd)
b a)"
Por lo tanto N(x) = a®> — b?d y tr(x) = 2a. Apliquemos la misma
definicion con otra base. Supongamos ahora que la base es % 1—+d.
Entonces la matriz (a;;) es:

a+b 2b(1-4d)

(2 )

El lector puede verificar facilmente que el determinante y la traza
de la matriz anterior coincide con el determinante y la traza de la
matriz que obtuvimos en un principio.

A continuacion vamos a ver que efectivamente, la norma y traza no
dependen de la eleccion de la base.

TEOREMA 2.11. Sea L/K una extension finita de campos. La norma
y la traza no dependen de la base.

DEMOSTRACION. Sean A; = (a;;) la matriz que se obtiene con la base
By = {1, &x2,...,&n}, Y Az = (byj) la matriz que se obtiene a partir de la
base B, = {B1,B2,...,Bxn}. Si N es la matriz cambio de base de B, a By,
se tiene que
Ay =N"'AN
y aplicando el determinante a cada uno de los lados de la igualdad
det(A;) = det(N"1A,N) = det(N 1) det(A;) det(N) = det(A,).

Por lo anterior, tenemos que N(x) = det(A;) = det(A»).
Finalmente, la traza de matrices cuadradas satisface la propiedad
general
traza(CD) = traza(DC).

Por lo tanto

traza(A,) = traza(N"'A,N) = traza(NN~' A,) = traza(A,). O
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Si L/K es separable y [L : K] = n, entonces la norma y traza se
pueden calcular con la ayuda de los K-automorfismos de L.

TEOREMA 2.12. Supongamos que L/K es una extension de Galois
de grado n y denotemos por Gal(L/K) = {o,...,0,} al grupo de K-
automorfismos de L. Entonces para « € L tenemos que:

i) N =[] ou(e
i=1

i) tr(c0) = Z ().

i=1

DEMOSTRACION. Esta demostracion la haremos en dos partes. La
primera consiste en demostrar el teorema suponiendo que « es un
elemento primitivo y luego demostraremos el caso general.

Si & es un elemento primitivo, entonces L = K(x) v {1, &, ol ...,
o~ 11 es una base de la extension. Supongamos que

n
Irr(e, K) = H(x — N =x"+a, 1 x" T ++anx® + a1 x + ao.
i=1

Se conocen las siguientes relaciones entre las raices de un polinomio y

sus coeficientes:
n
an1=Yy (1B
i=1

ag=(—1)" H Bi
i1

donde B; (1 < i < n) son las distintas raices del polinomio. Por lo
anterior

an-1 =Y (~Doi(e
i=1

n
ao= (=" [] oi(e.
i-1
Ahora, como
®-1=0-1+1-x+0-a®+---+0- "}

o x=0-140-ax+1-0%+---+0- " !

" ?=0-1+0-x+0-0+---+1-a",
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Yy
(X.(Xn_l=—a0-1—al'(X—a2'0(2_"'_an71'(xn_1!
entonces
0 0 0 —ao
1 0 0 —a
(aij) = Coe :
00 -+ 1 —au

El determinante y la traza de esta matriz son
det((ay)) = (=1)"ao y traza(a))=—an—1.

De esto se sigue que

N(@) = (=1"ao = (1> [ oi(@) = [ ] (o),

i=1 i=1
tr(@) = —an_1 = — » (Do) =Y oy(w),
i=1 i=1

lo que demuestra el resultado cuando « es un elemento primitivo.
Ahora sea & € L, no necesariamente primitivo. La extension L/K se
puede dividir en dos partes: la primera K(x)/K, y la segunda L/K(x). Se

observa que si [K(x) : K]=d y [L : K] = n, entonces, [L : K(x)] = g =7.

Ahora, si {1, «,...,x? !} es una base de K(o)/Ky {B1,B2,---,Br}
es una base de la extension L/K(«x), entonces

{Brod :1<k<r0<j<d-1}

es una base de L/K, la cual se puede escribir como una uniéon de
subconjuntos de la siguiente manera

{Bko} = {Bro/ : 0 < j<d—1}U
{Boa':0<j<d—1}U---U{Bal:0<j<d—1}.
Observemos que &(Bxa’) = Br(xex’). Ademas, las entradas de la

matriz (a;j) con respecto a K(c)/K se encuentran tomando en cuenta
que

d—1
J = E L J
X’ = A(i+1)(j+1) X -
i=0
Asi,
a—1 a—1

X(Bro) = B Y Aanyny & = Y Ay Bred,

i=0 i=0
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d—1
Sea y; = Bxo/. Entonces xy; = Za(iﬂ)(ﬁl)ﬁkaj Y Bxod = Yar+j. Sea
i=0
cm=ajjconl=1 (mod d)ym =j (mod d) conkd <1,m < (k+1)d.
Se puede observar que

A 0O --- 0
0 A --- 0
(ClJ) = . . -
00 --- A
es la matriz asociada a la transformacion T, con respecto a la base
{Bro’}, donde A es la matriz de T, con la base {1, «,...,x4"1} con

respecto a la extension de campos K(x)/K. Asi que
trpx(@) =7 -traza(A) y Npk(x) = (det(A))”

Cada automorfismo de K(x)/K se pueden extender a L/K r-veces.
Asi que si tomamos un automorfismo de K(x)/K, digamos o;(x),
existen 7 automorfismos de L/K, los cuales escribimos como o;;(x)
con 1 < j <7, tales que al restringirlos a K(x)

0ij(X) k() = Ti(x).

Utilizando ésta cualidad de los automorfismos se puede calcular la
traza y la norma de « de la siguiente manera

a
tr k(@) = 7 tr(A) =7 - trgx(@) =7 Y oi(@) = Y o)
i-1

1<i<d
1<j<r

a
Ni/k(e) = (det(A)" = (Nkx(@) = ([Joute)” = ] o)
i=1

1<i<d
1<5<r

que es el resultado que se buscaba. O

Para extensiones finitas separables el teorema anterior también se
cumple. El lector interesado puede consultar los teoremas 26 y 27 en
[19]

Una observacion importante es que en extensiones separables la
traza no es la funciéon idénticamente 0. En efecto pues si [L : K] = n,
entonces

1 0 --- 0
o1 -.-
tr(1) = traza . . =n=|[L:K].
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Si car(K) = 0, entonces t¥(1) = n # 0. Si L tiene g = p™ elementos, la
traza de un elemento « del campo L es la suma de sus conjugados, esto
esa+ o +of +o (xV'H, ya que el automorfismo de Frobenius x?
es el generador del grupo de Galois de una extension finita de campos
finitos. El polinomio

FO)=x+xP +xP 44 xF

satisface que f(x) = tr(x) y f(x) es de grado p™~!, asi que tiene a
lo méas p"~! raices en L, esto quiere decir que no hay mas de p"!
elementos del campo L que tengan traza igual a cero, y como L tiene
p™ elementos, existe alguno tal que su traza es diferente de cero.

EjEmMpLO 2.13. En el campo K = Q(+/10) los dos monomorfismos de
K a C son la identidad o7 y la conjugacién o»(a + bv/10) = a — by/10.
Asl que si @ = a + b\/10 entonces

tr(a+bv10) = o1 (a+bV10)+0»(a+bv10) = (a+bvV10)+(a—bV10) =

y
N(a + bv10) = oy(a + bV10)o»(a + bvV/10)

= (a+bV10)a — bV10) = a® — 10b°.

PROPOSICION 2.14. Sea K un campo de numeros tal que [K : Q] =n
Si, B € KyceQ, entonces:
i) tr(ax+ B) = tr(x) + tr(B).
ii) N(ap) = a"N(p).
iii) tr(acx) = a tr(x).
iv) N(xB) = N()N(B).
v) N(1)=1.
vi) N(x™!) = N(0))~ 1, si x # 0.

DEMOSTRACION. i) tr(x) es la traza de la matriz (a;;). Por lo
tanto, la propiedad se sigue a partir de que la traza de matrices
es lineal.

ii) N(ax) = det(a - a;;) = a™ det(a;j) = a"N(x).
iii) Se sigue debldo a que la traza de matrices es lineal.

iv) Si oxex; = E aijcj, B = E bijaj, B = E ¢ijXj, entonces

J=1 J=1 j=1

ZCUO(J (x(B(xl)—(beutxJ Zblj(x(xj
n

n n n
= Z(bij Zajkka) = Z Z bijaji .

j=1 k=1 J=1 k=1
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Se puede cambiar el orden de las sumas ya que

n

n o n
E E bijajk(xk = E bl-jaﬂo(l + -+ bl-jajnan

=1 kel -1
=panci +---+bjpa ) +---

+ (binanl X+t binannan)

n n n
E llalkak+"‘+binank0‘k=g E bijaji .

k=1 k=1 j=1

Entonces Z CijXj = Z Z bija oy, y por lo tanto
Jj=1 k=1 j=1

(cix) = Zb”ﬂ]k = (ba)(@ix).

Asi tenemos

N(axf) = det(cy) = det((bi)(aix)) = det(bi) det(ax)
= N(B)N(x) = N(x)N(B).

v) La matriz (a;;) asociada a 1 es la identidad, y por lo tanto

N(1)=1.
vi) Por el inciso anterior tenemos 1 = N(1) = N(a - a™ ') =
N(a)- N(a= '), y por lo tanto N(a~!) = N(a)~ . O

Una propiedad importante de los enteros algebraicos es la siguiente:

PROPOSICION 2.15. Si & € K es un entero algebraico, entonces tr(x)
Yy N(x) € Z.

DEMOSTRACION. Sea f(x) =ag+a;x+---+x" € Z[x] tal que f(x) =
y 0 un Q-automorfismo de K. Entonces f(x) =

0= 0(f(x) = ag + a1 0(xX) + a,o(xX)* + - - - + o(x)".

Por lo tanto, o(x) es un entero algebraico y asi, t7(x) es suma de enteros
algebraicos y N(x) es producto de enteros algebraicos. Por lo anterior,
tr(x) y N(x) son enteros algebraicos. Por otro lado, t¥(x), N(x) € Q,
entonces por el ejercicio 2.7 tenemos que tr(x), N(x) € Z. O

2.1. Discriminante

Sea L/K una extension finita de campos. Ahora definiremos el
concepto de discriminante de una n-ada de elementos de L, que ademas
esta intimamente relacionado con la norma y la traza.
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DEFINICION 2.16. Definimos el discriminante del subconjunto

{a1,..., 00} C L como Ay, ..., &) = det(tr(c; o).

PROPOSICION 2.17. Sea L/K una extension de grado n. Si
Alxy,...,0) # 0, entonces {«y,...,x,} es una base de L/K. Si
L/K es separable y {«y,..., &y} es una base de la extension, entonces
Aloy,y ..., 0y) #0.

DEMOSTRACION. Supongamos que «,..., &, son linealmente de-
pendientes. Entonces existen aq,...,a, € K tales que Ell aix; =0y

algiin a; # 0. Multiplicando por «; obtenemos que
n
Zaitr((xi(xj) =0, j=12,...,n.
i=1

Observamos que la n-ada aq, a,,...,a, es una solucion no trivial del
sistema homogéneo

n
ZXitT(O(iO(j)=O, j=12,...,n.
i=1
Esto muestra que la matriz (f7(x;;)) es singular, por lo que su

determinante es cero, y consecuentemente A(xq,...,&,) = 0. Por lo
tanto {«, ..., ®,} son linealmente independientes.
Para la segunda afirmacion supongamos que A(x,..., &) = O.

Entonces el sistema
n
intr((xitxj) =0, j=1,...,n.
i=1

tiene al menos una solucion no trivial en K, x; = a;. Elegimos
= Z?:l a;x; # 0. Multiplicando « por cada uno de los «; y aplicando
la traza se observa que

n
trixag) = Z aitrici;)) =0, j=1,...,n
i=1

ya que los a; son solucion del sistema. Sif € Ly B =), b;«x;, entonces
«f =), bixx; y por lo tanto

tr(xp) = Z bitr(xe;) = 0.
i
La identidad anterior es valida para cualquier f € L, en particular si
B = «~ L. Asi tenemos que
trcoc ) =tr(1)=n=[L: K] =0,

lo cual no puede ser porque la extension es separable. O
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Podemos relacionar el discriminante de dos bases de la extension
L/K por medio de la matriz cambio de base.

PROPOSICION 2.18. Si{c1,...,0n} Y {B1, - ,Bn} son bases de L/K
y o =11 a;iiPi, entonces A(xy, ..., &) = det(@;)*AB, - . ., Bn).

n n
DEMOSTRACION. Escribimos «; = Z aiiB;iy o = Z Ay Bi. Multipli-
j=1 I-1
cando se obtiene

xi g = (Z aiiB; Z%Bz)

Jj=1 =1
n n n n
=) (Z alel) aiiBi=>_>_ aijauB;Bi.
A1\ 1 1

Tomando la traza en ambos lados se observa que
n n
t?’(()( O(k =tr ZZaijalejBl
=1 =1
Sean A = (tr(x;«;)), B = (tr(BiB;) vy C = (ai;). Entonces A = CBCT ya

que

n
ent;;CB = Z aixtr(BiBj),

k=1

n n n
entij(CB)CT = Z(entilCB entlJ Z Z aikaﬂtr(BkBl)
=1

I=1 k=1
n
=tr (Z

=1

=1r [(Z aikBk) <Z alel>‘| = tT(O(iO(J') = entijA.
k=1 =1

[M]=

aik@ﬂ(ﬁkﬁl))

=
Il

1

Por lo tanto
A(ay, . ..., &) = det(A) = det (CBC") = det(C) det(B) det (C")
= (det(ai)*AB1,-- -, Bn)- O
PROPOSICION 2.19. Sean L/K Galois, finita de gradon y {1, ..., &}
C L. Entonces A(«y, ..., &) = (det ((rj(oq)))2 , donde o; € Gal(L/K).
DEMOSTRACION. De acuerdo al Teorema 2.12

tr(og o) = o (a)or () + - - - + o) o ().
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Si B = (0j(;)), entonces

o) oo(ey) - ople) o)) olez) - o1(xn)
o(xz) o) - opler) oo(xy)  Oo(x) - Oa(cy)
o(an) o2an) -0 oplay) on(xy) oplax) -+ oplon)
tricgoy)  tricgoez) - tr(og oy)
tricoy)  tricooz) -+ tr(cooy)
= BB’
tr(cpop)  triceoe) - tr(cg, o)
El discriminante de {«j,...,,} es el determinante de esta ultima
matriz. Por lo tanto
Aay, ..., &) = det (BB") = (det(B))? = det (O'j((Xi))Z ) O

Si se conoce un elemento primitivo de una extension separable L/K
se puede conocer el discriminante de la base generada por éste.

PROPOSICION 2.20. Sean 1,8, 8%,..., B! € L linealmente indepen-
dientes sobre K y f(x) = Irv(B, K). Si L/K es separable, entonces

mmn—1)

AL B, ..., B H=(=1)" = N(f'(B)

donde f'(x) es la derivada formal de f(x).

DEMOSTRACION. Definamos la matriz A como

(01(B)° (@2B)° -+ (ou(B)°
~ (1 (B! (B - (ouB)
(B (o) o (BT
y la matriz B como
(1B - (ouB)° ((B)° - (OB
5o (B - (onB) (@2B)° - (0P
(B - (onB)! (0n(B)° -+ (OB
tr(B°8%  tr(B°BYH - wr(B°B"H
tr(B'p%  tr(B'BH - tr(BpY ;
= . . . } =AA".
rBTUEY) tr(BTTIEY) e tr(Br B
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Entonces det(B) = A(1, ..., B 1) = (det(A))?. La matriz A es una
matriz tipo Vandermonde, por lo que

det(4) = [ ] (a4(B) — 0:(B)) -

i<j

. L =, m-Hn-2 .
Existen ;(1 —1)= ;1 = — pares de enteros (i, j) con
1<i,j<ntaesquei<j Seaa= (—1)™" . Entonces podemos
escribir

[ (0B = 0:B) = a]] (0:(B) — 04B) = a]] (55(B) — 6:(B))-
i<j i<j i>j

La ultima igualdad se obtiene intercambiando j por i. Asi
2

(det A7 = | T] (o:(B) — 0u(B))

i<j
=D E | [ (0B = aud) | | T] (o48) — oi(B))
i<j i>j
=D TET L (048 — o)) -
ij
Por lo tanto
AL, B .. B = (1) T (048 — au(B)) - 0
ij

En lo que sigue, vamos a justificar la existencia de ciertas bases de
la extension K/Q con propiedades importantes.

LEMA 2.21. Sea B en K. Entonces, existe b € Z\ {0} tal que b € Ok.

DEMOSTRACION. f satisface algiin polinomio b, x" +b,_1x" 1+ -+
by con b; € Z'y b,, # 0. Multiplicamos este tltimo polinomio por b1,
Se observa que

(BnB)" + by 1(bnB)" "+ (bp—z - bp)(bnP)" % + - +bg - by~ = 0.
Por lo tanto b, B es un entero algebraico. O

COROLARIO 2.22. Sean fBi,...,Bn € K. Existe b € 7Z tal que
bBl,...,bﬂn € @K-

DEMOSTRACION. Por el Lema 2.21, existen b,,...,b, € Z tales
que b;B;i € Or. Si b = mcm(b,,...,b,), entonces es claro que
bBl,...,lane@K. O



2.1. DISCRIMINANTE 39

CoROLARIO 2.23. Cada ideal I # {0} de Ok contiene una base de K
sobre Q.

DEMOSTRACION. Sea {1, B2, ..., Bn} una base de K sobre Q. Por el
Corolario 2.22 existe b € Z, b # 0 tal que bB1,bBo,...,bB, € Ok. Si
x €I, @ # 0, entonces {bB;«,...,bB,x} C I es una base de K sobre
Q. O

Resaltamos algunos hechos sobresalientes acerca del discriminante
de una base particular de un campo de ntumeros K/Q:

1. Un ntmero racional es un entero algebraico si y so6lo si es un

entero.
2. Si & € Ok, entonces N(x), tr(x) € Z.
3. Sixyg,..., o, € Ok, entonces Al(xy, ..., &,) € Z.

La siguiente proposicion muestra que cada ideal I contiene una
base de generadores como Z-médulo.

PROPOSICION 2.24. Sea I un ideal en Ok y {«1,...,xn} C I una
base de K/Q, tal que |Ala,...,®,)| es minimo. Entonces, I =
704 + 2o + - - - + L0y

DEMOSTRACION. Sea « € I, tal que & = Y11 + Y2 + « - + YOy,
con y; € Q. Mostraremos que y; € Z. Supongamos que algun y; ¢ Z.
Sin pérdida de generalidad supongamos que y; ¢ Z. Podemos escribir
yi=m+0conmeZy0<0<1.

Sea B1 = x — moy, Br = &X2,...,Bn = Xn. Se puede ver que
{Bi1,...,Bn} es una base de K/Q. En particular 8; € Ok ya que x y
—ma; son elementos de Ok. Asi {B1,...,Bn} C Ok. La matriz cambio
de base entre estas dos base es

0 y2 y3 -+ Yn
o 1 0 --- 0
o o 1 --- 0 ,
o 0 0 - 1

y su determinante es 6. Usando la Proposicion 2.18 tenemos
|A(Bli sy Bn)| = QZ‘A(O(I’ DR O(n)| < |A(0(1, ey 0(1’1)|,

lo cual no es posible ya |A(«y, ..., &y,)| es minimo. Lo anterior significa
que y; € Zparal <i<mnyporlotantol C Zx; + Z&Xp + - - - + Zy. La
otra contencion es evidente. Por lo tanto

I=704 +7Z0c + -+ + 20ty O
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DEFINICION 2.25. Si {&y,...,0,} C I es una base de K/Q tal que
I =70 + -+ 7Zc&y, entonces diremos que {oq,...,ocn} es una base
entera de I.

COROLARIO 2.26. Sil es un ideal de Ox y 4 y B son bases enteras
arbitrarias de I, entonces el discriminante de s es igual al de 9.

DEMOSTRACION. Sean o = {ay,..., 0, } VB ={B1,...,Bn} dos bases
enteras del ideal I. Por la Proposicién 2.24 el valor absoluto de los
discriminantes de & y % son minimos, y ademas se sabe que son
enteros positivos. Por consiguiente son iguales. O

DEFINICION 2.27. El discriminante de un ideal I denotado por A(I)
es el discriminante de una base entera de I. Al discriminante de Ok se
le llama el discriminante de Ky se denota por k.

DEFINICION 2.28. Sea «q,..., &, una base entera del campo K. Sea
M la matriz (a;;) donde a;; = tr(x; ;). El discriminante del campo K se
define como 6 = det(M).

El discriminante de un campo es un concepto muy importante pues
nos ayuda a identificar cuando un conjunto de elementos de Ok es
una base entera y ademas nos da informacion sobre la factorizacion de
algunos ideales de Ok.

Existen algoritmos para encontrar una base entera y el discrim-
inante de cualquier campo de numeros, sin embargo, un problema
interesante es encontrar una base entera explicita para alguna familia
de campos. A continuacion daremos algunos ejemplos.

2.2. Campos cuadraticos

Un campo cuadratico es un campo de numeros K tal que [K : Q] = 2.
Se puede ver que cualquier campo cuadratico es de la forma K = Q(v/d)
con d un entero libre de cuadrados y los elementos de K son de la
forma a + bv/d con a,b € Q. Si d es positivo, diremos que K es un
campo cuadratico real ya que K C R, y en el caso d < 0 lo llamaremos
campo cuadratico imaginario, debido a que una parte del campo no cae
en R . Los dos monomorfismos que van de K a los nimeros complejos
son la identidad o7 y la conjugacion o»(a + bv/d) = a — b/d, asi que

tr(a+bvVd) =2a, N(a+bVd) =a®— db°.

LEMA 2.29. Sea K = QWd) y « = a+bvd € K con a,b € Q.
Entonces, « € Og siy solo si2a,2b € Z y (2a)? — (2b)*’d = 0 (mod 4).

DEMOSTRACION. Supongamos que « € Og. Sabemos que tr(x),
N(x) € Z, esto es 2a € Zy a®> — b?°d € Z. Asi, 4(a® — b®d) € Z,
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es decir, (2a)®> — (2b)’d = 0 (mod 4). Falta ver que 2b € Z. Como
(2a)®> — (2b)’d € Z y (2a)* € Z, entonces (2b)>’d € Z. Escribimos
2

2bY’d=ty?2b= ad con mcd(x, ) = 1. Por lo anterior, %d =t siy so6lo

si x?d = y*t, siy solo si »* | 1y y = £1. Por tanto 2b € Z.
Reciprocamente, si 2a,2b € Z y (2a)*> — 2b)’d = 0 (mod 4),
entonces a’ — b’d € Z. Por lo tanto p(x) = x*> — 2ax +(a®> — b*d) € Z[x]
es un polinomio monico con coeficientes enteros tal que p(a+bvd) = 0
y o € Ok. [l

COROLARIO 2.30. Consideremos el campo K = Q(v/d) con d libre de
cuadrados. Si d = 2,3 (mod 4), entonces una base entera de Ok es
+Vd

> es una base entera

1
{1,v/d}. Sid =1 (mod 4) entonces {1,
de ©K-

DEMOSTRACION. Sea o« = a + bvd € Og. Sid =2 = —2 (mod 4),
entonces

0 = (2a)’ — (2b)’d = 2a)®* + 2(2b)*> (mod 4),
ysid =3 = —1 (mod 4), entonces
0 = (2a)> — 2b)’d = a)® + 2b)®> (mod 4).

En cualquiera de los dos casos, 2a y 2b tienen que ser enteros pares,
y por lo tanto a, b € Z, esto quiere decir que a y b son enteros. Por lo
tanto, usando el lema anterior, tenemos que « es un entero algebraico
siy solo si a,b € Z, y una base entera es {1, \/ﬁ}.

Ahora supongamos que d = 1 (mod 4). Tenemos que (2a)’ —
(2b)’d = (2a)®> — (2b)*> = 0 (mod 4). Entonces (2a)? = (2b)? (mod 4) y
2a = 2b (mod 2).

Podemos escribir

2@+bvVd) 2a-2b 2b+2bVd
x=a+bVd= = +
2 2 2
_ 2a;2b+2b1+2\/3’

2a —2b
y ya que %, 2b € 7, entonces se cumple que Ox C Z +7Z (%)

., . 1++vVd
Para la otra contencion es suficiente mostrar que € Ok. Puesto

que € Z, se tiene f(x)=x%+x+ € Z[x] es irreducible

por el criterio de Eisenstein. Ademas f (#) = 0 y por lo tanto
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1+vd
2

{L1+¢H} 0
2

Usando el resultado del corolario anterior, calcularemos el discrimi-
nante de K = Q(+/d).

COROLARIO 2.31. Sea 8k el discriminante de K = Q(+v/d) con d un
entero libre de cuadrados. Si d = 2,3 (mod 4), entonces 6x = 4d. Si
d =1 (mod 4), entonces 6k = d.

€ Ok. Esto quiere decir que una base entera de Ox es

DEMOSTRACION. Si d = 2,3 (mod 4) sabemos que O = Z + 7ZVd.
Sean &; = 1 y & = v/d. Entonces, como {&1, &2} es una base entera de
Ok, se tiene que

~ o t)  ta)\ 2 0\ _
Ok = det(t(x; ;) = det (t(\/a) Hd) > = det (O 2d> =4d.

Sid =1 (mod 4) entonces Og = Z + 7Z <1+2\/3>. Sean x =1y
o = L +2\/E. Entonces
t1) t<11f3>
Ok = det(t(x; &) = det t (1 .\ \/ﬁ) t <1 . \/3) 2
2 2

2 1
det 1 1+d | =d.
2

2.3. Otros ejemplos de bases enteras

Existen otros ejemplos en los que se tiene explicitamente una base
entera de una familia de campos de niimeros.

PROPOSICION 2.32. Sean & = e®™/™ yna raiz n-ésima primitiva de la
unidad y K = Q(&). Entonces [K : Q] = ¢p(n) donde ¢ es la funcion ¢ de
Euler y

{1, 3 EZ, e, §¢(n)72, g(b(n)fl}

es una base entera de K.
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Por ejemplo, € = e?™/5 eg una raiz quinta primitiva de la unidad,
y K(€) es una extension de Q de grado 4, por lo que es un campo de
numeros. Una base entera de K es

{1,5 8,8} =11, ePTiIS) p@Ti/5) e(GTri/S)}.

Fl elemento &£* también es un elemento de K, pero no esta en la base
entera. De hecho, no es necesario agregarlo pues 1 + £+ &2+ 3+ & = 0,
y por lo tanto
g=-1-£-8-2,

asi que se puede escribir como combinacién lineal de los elementos de
la base entera usando coeficientes enteros.

Si € es una raiz n-ésima primitiva de la unidad, la interseccion de
Q(&) con R es una extension de grado ¢(n)/2, tomando en cuenta que

1
¢(n) es par si n > 3. Sea € = £+ —. Una base entera de Q(§) "R es

&
{1,¢,€%,... ePm-bizy
Cuando existe « tal que la base entera de un campo de niimeros
es de la forma {1, «, ..., (xk} se dice que ésta es una base entera de

potencias, y el anillo de enteros es igual a Z[«], es decir, los polinomios
con coeficientes enteros evaluados en «. Todos los ejemplos que hemos
dado son campos de nimeros que tienen una base entera de potencias,
sin embargo, éstas no son tan frecuentes, de hecho, se sabe que hay
una infinidad de campos que no tienen una base entera de potencias.
Algunos de éstos se dan en los campos ctbicos.

PROPOSICION 2.33. Sean d = ab? un entero libre de cubos, con a,b
libres de cuadrados, y K = Q(@/ﬁ). Una base entera de K es:

i) Sid =1 (mod 9),
3 3 1+3ab2+3a2b4
b? 2b
{\m Vazp, L VaE ¥ }

es una base entera de K.
ii) Sid = 8 (mod 9), entonces

_ab? + Va2ps
{W,m,l “”; “’}

es una base entera de K.
iii) Sid # 1,8 (mod 9), entonces
{1, vab?, v/ azb}

es una base entera de K.
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Aunque en este caso si hay bases enteras de potencias, como por
ejemplo {1, V5, (%)Z}, es muy facil encontrar algunos que no tienen
bases de este tipo. El lector interesado puede consultar el Theorem
2.10 y la nota 8 al final del Capitulo 2 en [22].

2.4. El nimero de clase

Como siempre, K es un campo de nameros y Ok el anillo de enteros
de K.

LEMA 2.34. Sil C Ok es un ideal # 0, entonces, I N Z # (0).

DEMOSTRACION. Sea & € I\ {0} ysea p(x)=x"+---+a1x+ag € Z|x]
tal que p(x) = 0, con ¥ minimo. Entonces ap #0yao=—-o" — - —a;x €
Ok. O

PROPOSICION 2.35. Para cada ideal I # {0} de Ok, el cociente Ok/I es
finito.

DEMOSTRACION. Por el Lema 2.34 existe un entero a > 0 en I. Sea
(a) el ideal principal generado por a en Ok y @ la funcion

@ @‘K/<a> — @K/I

px+{a))=x+1

Six+(a)=y+{a), entonces p(x+{a)) =x+I, p(y+{a)) = y+I. Como
x —y € {(a) C I, entonces (x —y)+I =1y porlo tanto x +I =y +1.
Asi @(x + (a)) = @(y + (a)) y por lo tanto @ es funcion y ademas es
suprayectiva.

Por lo anterior |Ok/{(a)| > |Ok/I|. Para probar que Ok/I es finito,
basta mostrar que Og/{(a) lo es. Sea {wy,..., w,} una base entera en
Ok. Consideremos el conjunto

n
S={Zyiwi:0§yi<a}.

i=1
Observa que |S| = a™ porque los w; estan fijos y los tnicos que varian
son los y;. Mostraremos que S es un conjunto de representantes de
Ok/{a), es decir
Ok/{a) ={x+{(a):x € S}.
Sea w € Ok = Zw; + --- + Zw,. Entonces, existen unicos
maq,...,my € Z tales que

n
w = E m;iwi.
i=1
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Por el algoritmo de la divisi()n m; =q;a+y; con0 <y; <a.Vamos a

mostrar que w + ( Z yiw; + {(a) € Og/(a). Tenemos que

n n n
OU—Z Yiw; = Zmiwi_z Yiw; = Z(mi_Yi)wi = Z aqiw; € {(a)
i1 -1 -1 i-1 i1

Por lo tanto w + ( Z yiw; + (a) y asi cualquier elemento de Ok/{a)

contiene un representante en S. Ahora vamos a ver que los elementos
del conjunto S son distintos. Supongamos que

n n
Z yiw; +(a) = Z Yiw; +{(a)
i=1 i=1

n n

Entonces Z(yi — y)w; € {a) y por lo tanto Z(yi — y)w; = aB para
i=1 i=1

algun B € Og. Ahora escribimos

B= Xn: b;w;,

asi que Z(yl Yiwi=a Z biw; = Z ab;w;. Entonces y; — y, = ab;.

i=1 i=1 i=1
Como 0 <y; <ayO0 <y, <a,entonces

/
—a<yi—Y; <a,

y asi b; = 0 para i = 1,...,n. Entonces y; = y; y por lo tanto,
cualesquiera dos elementos de S son diferentes. Asi

S| = HZ Yiwil0 < yi < aH =a",

lo que significa que Ok/(a) es finito, y Ok /I es finito para todo ideal # 0
de ©K O

DEFINICION 2.36. Sea K un campo de numeros y Ok el anillo de
enteros de K, I # {0} ideal de Ok. Definimos la norma del ideal I como
|Ok /1.

COROLARIO 2.37. Ok es un anillo Noetheriano.

DEMOSTRACION. Sea I; C I, C ... una cadena ascendente de ideales
en Okg. Ya que Og/I; es finito, se sigue que Og/I; sOlo contiene un
numero finito de ideales. Por lo tanto, solo existe un numero finito de
ideales de O que contienen a I,. Asi que la cadenaI; C I, C --- se
estaciona y por lo tanto Ok es Noetheriano. O
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CoRrOLARIO 2.38. Cada ideal primo diferente de (0) de Og es maximo.

DEMOSTRACION. Sea P un ideal primo. Entonces O /P es un dominio
entero finito y por lo tanto Og /P es un campo. O

Los anillos de enteros son anillos integramente cerrados (si @ € K
satisface un polinomio monico en Ok[x], entonces « € Og), son
noetherianos y en ellos cualquier ideal primo es maximo. Estos anillos
se llaman dominios de Dedekind.

LEMA 2.39. Sea I C Ok un ideal. Si B € K\ {0} es tal que BI C I,
entonces § € Ok.

DEMOSTRACION. Sea {«&j,...,®} una base entera de I. Entonces
I =704+ +7Zxy, Como By € I para todo y € I, entonces, por la
Proposicion 2.2, B es un entero algebraico. O

LEMA 2.40. Sil, J son ideales de Ok tales que IJ = I, entonces J = Ok.

DEMOSTRACION. Sea {«q,..., &, } una base entera de I. Como I = I,

se pueden encontrar elementos b;; € J tales que cada elemento de la
n

base se pueda escribir como «; = E b;;x;. Entonces se cumple que

i1
bll blZ s bln 6} 1 0 --- O X1
bgl bzz s bZn X 0 1 0 X2
boai bu -+ bun o o o0 --- 1 on
byy -1 by bin o
by, by =1 --- bon o
) ) ) . 1=0
by by o bun—1 (697

y de esto se sigue que det(b;; — 6;j) = 0.

Si calculamos el determinate con el primer renglon de la matriz, es
decir, con {by; — 1, by2,..., b1n }, observamos que el menor de cada uno
de estos, excepto posiblemente del primero es un elemento de J:

det(bij—6ij)=(b11—1)| |+b12| |+...b1n| ‘

Excepto tal vez el primer sumando, los demas pertenecen a J porque
las entradas de cada determinante son elementos de Ok. S6lo nos falta
hacer una observacion de |(b;; — 1)|. El menor de b;; — 1 es de la forma
(—1)" +7r con r € J. Entonces todo el determinante es de la forma
(—=1)"+s=0donde s € J.
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Lo anterior implica que (—1)" = —s es un elemento de J, lo que
significa que J = Ok. O

PROPOSICION 2.41. Sean I, J C Ok ideales y supongase que y € Ok es
tal que yI = JI. Entonces yOg = J.

DEMOSTRACION. Primero demostraremos que gl CIconpe€].Sea

« € I. Entonces &8 € IJ = yI. Puesto que los elementos de yI son de la
forma yo/ con o € I, tenemos o = y’ para algin o € I. Debido a

esto g = o € I para todo « € I. Entonces ;I ClI.

Usando el Lema 2.39 se observa que g € Ok, y entonces B € yOk.

De aqui se sigue que J C yOg y por esto y~!J C Og. Observemos que
y~!J es un ideal de Ok. En efecto, un elemento de y~'J es de la forma
y~ !B con B € J. Para q € Ok, se tiene (y"'B)g = y~'(Bq) y como B € J,
entonces g € J, porlo que (y~!B)g € y~'J, asi y~'J es un ideal de O.

Por hipotesis yI = IJ, asi que I = y~!JI. Por el Lema 2.40 y~'J = Og
y por lo tanto J = yOk. O

A continuaciéon definiremos una relaciéon de equivalencia entre
los ideales # 0 del anillo de enteros, la cual dara lugar a un grupo.
Dos ideales I,J C Ok son equivalentes (I ~ J) si existen dos ideales
principales xOg, BOx C Ok tales que (xOk)I = (fOk)J. Demostraremos
que esta relacion es de equivalencia. Las clases de equivalencia se
llaman clases de ideales.

PROPOSICION 2.42. ~ es de equivalencia.

DEMOSTRACION. Sean I,J,K C Ok ideales. La reflexividad y la
simetria son evidentes. Para la transitividad supongamos que I ~ J
y J ~ K. Entonces existen ideales principales, &0, B10x, >0k y B>0k,
tales que (1 0x)I = (B10k)J v (x20k)J = (B20k)K. Multiplicando por «; la
primera igualdad y por B; la segunda tenemos (x> 1 0x)I = (02 8:10)J,
(310(2@[()] = (BIBZ@K)K- Por lo tanto (cxx010x) = (BIOQGK)J =
(B1B20x)K, lo que implica que I ~ K, y por lo tanto la relacién es
transitiva. [l

DEFINICION 2.43. Sea CI(K) = {I : Ies ideal # 0 de Ox}. El nimero de
clase de K es la cardinalidad de CI(K) el cual denotaremos como hg.

Vamos a mostrar que hg es finito, pero antes necesitaremos del
célebre Lema de Hurwitz.

LEMA 2.44. [Lema de Hurwitz] Sea K un campo de niimeros. Existe
un entero positivo M, el cual depende unicamente del campo K y con
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la siguiente propiedad: dados ,B € Og con B # 0, existe otro entero
racional 1 <t < M,y w € Ok tal que

IN(tot — wB)| < |N(B)!.

x
DEMOSTRACION. Sea y = — € K. Es suficiente probar que para todo

y € K existe M tal que [N(ty — w)| < 1 paraalgin 1 <t < My
un w € Ok. Esto es cierto pues |N(tx — wp)| < |N(B)| si y so6lo si

IN(t — wB)| _ IN(B)| (t“—wﬁﬂ ’ <B>
NGB < NIB M) s

solo si [N(ty — w)| < 1.
Sea {wi,...,wy} una base enterade Og. Siy € K, y = Z Yiw; con
i=1

Por lo tanto

Siy

yi € Q. El valor absoluto de la norma de y cumple con

INDI= ([T
i=1

) (1.2)

Definimos

n n .
=TT (S [,
j=1 \i=1

q

y m al menor numero entero tal que m > V/C yM=m".
n

Sea 6 € K. Entonces 6 = Z(Siwi. Escribimos 6; = a; + b; donde

l 1

a;€Zy0<b; <1.5i[6]= Zalwly{é} Zb w; entonces
j=1

n n
=[6]+{6} = Z“lwl“LZb w; = Z a;w;+b;w;) = Zéiwi.
J=1 Jj=1 j=1
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Ademas, como a; € Z y {wy,...,w,} es una base entera, entonces
[6] € Ok y {6} tiene coordenadas entre 0 y 1.

Sea ® : K — R" definido como ®(6) = (61, 6>, ..., 0,). Observemos
que

({6} = (by,...,by)

esta en un cubo unitario de dimension »n. Dividimos a este cubo en m"
subcubos de lado 1/m.

Por el principio de Dirichlet, existen k < k’'con 1 < k, k’' < m" +1
tales que ®(kd) y ®(k’S) estan en el mismo subcubo.

Sit=k'—k,entonces td = k'6—ké = t[5]+{k'6}—{kd}. Observemos
que 6’ = {k'd} — {ko} tiene coordenadas en valor absoluto menores o
iguales a 1/m pues estan en el mismo subcubo. Ademas

1<k<m"+1 y 1<k <m"+1, (1.3)

-1>—-kK>-m"-1 (1.4)
Sumando las desigualdades (1.3) y (1.4) se obtiene —m" < k —k’ <
m". Por lo tanto |f| < m™ = M. Tambien notemos que w = t[0] € Ok
pues t es un entero y [d] un entero algebraico.
Por (1.2) tenemos que

IN(0)| < Cmax{6;}" < C(1/m)" =1

y como td = w + ¢, entonces ¢ = t§ — w y finalmente |[N(t6 — w)| <
IN(6)| < 1 que es el resultado buscado. O

El concepto de numero de clase es tal vez, uno de los mas
importantes en teoria de ntimeros algebraicos.

TEOREMA 2.45. hg < oo.

DEMOSTRACION. La idea de la demostracion consiste en probar que
un ideal dado, s6lo puede ser equivalente a uno de una lista finita de
ideales.

Sea I un ideal de Ok. Para cada base entera en I se tiene que
N(x) € Z para todo « € I. Por lo tanto, |[N(x)| > 0. Elegimos B € I,
B # 0, tal que |[N(B)| es minimo. Por el Lema de Hurwitz, existe t con
1 <t< MyM como se defini6 en el mismo Lema de Hurwitz, de tal
forma que para « € I se cumple

IN(tex — wp)| < |N(B)],

para algun w € Ok. Puesto que |N(B)| es minimo, entonces N(tx—wf) =
0 vyasi tao = wB. Como 1 <t < M, entonces de la igualdad

1
todx = wp se tiene que MU C BOg. Es claro que J = BM!I es un
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1
ideal y J C Ok. Entonces BJ = BBM!I = M!I y por tanto, los ideales
I, J estan relacionados. Notemos que cualquier elemento de J es de la
1
forma —M!6, para 6 € I, en particular, si 6 = S temenos que M! € J.

Si I # J, entonces Og/I # Og/J. Como Ok/(M!) es finito, solamente hay
un numero finito de subanillos de Ox/({M!), entonces solamente hay un
numero finito de ideales que contienen a (M!) que son los mismos que
tienen a M! como elemento.

Sean Ji, J>,...,Jr los ideales de Ok tal que M! € J; con1 < i < 7.
Hemos probado que I ~ J, para algin 1 < s < 7. Por lo tanto hay un
numero finito de clases de ideales.

O

COROLARIO 2.46. Para todo idealI de Ok, existe un enterol < k < hg
tal que I* es un ideal principal.

DEMOSTRACION. Dado un ideal I de Ok, consideremos el conjunto
de ideales
J={I':1<i<hg+1}.
Por el principio de Dirichlet, existen ideales I, I/ tales que I* ~ I/, con
1 <i< j< hr+1.Asique, para ciertos «, § € Ok \ {0} tenemos:

(ORI = (BOK)F (1.5)

Mostraremos que I~ es principal. Multiplicando ambos lados de la
igualdad (1.5) por 8~! obtenemos que

X .
SI=r.
B

) , N . . 0%
Por lo anterior I C I', es decir, EI‘ =P CI. Siy-= E’ por el Lema

2.39, y € Ok. Como yI' = [/ = '[!, entonces por la Proposicion 2.41,
yOx = I'~! y por lo tanto, si k = j — 1, I¥ es un ideal principal. O

Sea CI(K) = {I : I # {0} es ideal de Ok}. Definimos un producto en
CI(K): para I, J € CI(K) tenemos I J = I]. La operacion esta bien definida
pues sil =1y J =]/, entonces existen &, &, B, B’ € Ok tales que

(@O = (X'O)I" 'y (BOK)J =(B'0x)J.

Asi (xBOg)L] = (& B'Ox)I' ], y por lo tanto, I J = I’ J’. Notemos que este
producto es asociativo pues el producto de ideales lo es. La clase Og
satisface que 10k = I. Puesto que cualesquiera dos ideales principales
estan relacionados y por tanto @ = O, del corolario 2.46 I~ es el
inverso de I. Como el anillo de enteros es conmutativo, entonces CL(K)
es un grupo abeliano finito. Por el Teorema de Lagrange y el Corolario
2.46, I"* es un ideal principal para cualquier 1.
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DEFINICION 2.47. El grupo Cl(K) lo llamaremos el grupo de clases
de ideales de K.

COROLARIO 2.48. hg = 1 si y sdlo si Og es un dominio de ideales
principales.

DEMOSTRACION. Sea I # {0} ideal de Ok. Si hg = 1, entonces para
ciertos &, € O se cumple que «I = BOg, asi I = «~!B0x. Por
lo tanto x ' € I'y o 'BI C I. Por el Lema 2.39 « !B € Ok y
I = «~'B0g = (x~'B). Reciprocamente, sean I, ] dos ideales de O.
Entonces I = yOk, J = 60k para ciertos y,6 € Ox. Como (8)I = (y)J,
entonces cualesquiera dos ideales # {0} de Ok estan relacionados, por
lo tanto hg = 1. O

2.5. Factorizacion en un campo de numeros

Ya vimos en el caso de Z[v/10] que para encontrar los ideales primos
basta con factorizar los ideales de la forma (p) para todos los primos
p de Z. Lo mismo sucede en todos los anillos de enteros. Ya vimos
como se factorizan estos ideales en el caso de los campos cuadraticos.
El siguiente resultado nos ayuda a resolver este problema de una forma
mucho mas general.

TEOREMA 2.49. [Teorema de Kummer| Sean K = Q(x) un campo de
numeros de grado n con

Ok =Z[]=Z+&Z+°Z+---+ " 17,

p un primo en Z y f(x) el irreducible de o« en Q y f(x) el polinomio f
considerado en 7/ pZ usando el mapeo natural. Entonces f(x) se puede
factorizar como

fx) =g - - gr(x)°,
donde gi(x), ..., g,(x) son polinomios monicos irreducibles distintos en
7.|pZ[x] y e1,...,e. son enteros. Para cada i tomemos un polinomio
gi(x) en Z[x] tal que el mapeo natural manda g;(x) a g;(x), y definamos
P = (p, gi(x)).

Todos los P; son ideales primos con norma N(P;) = p9799, y ademds
podemos factorizar al ideal (p) como

(p) =Py PP

En los campos cuadraticos, podemos aplicar el resultado anterior y
obtener:

PROPOSICION 2.50. Sea p € Z un primo impar y 6k el discriminante

de K = Q(Vd).
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i) Si p { 6k ¥ la congruencia x* = d (mod p) tiene solucion en
Z, entonces (p) = PP, donde Py,P, son dos ideales primos
distintos.

ii) Sip t 0k y la congruencia x?> = d (mod p) no tiene solucion en
Z, entonces (p) es un ideal primo.

iii) Sip | 5k entonces (p) = P?, para un ideal primo P.

PROPOSICION 2.51. Sea p =2 y 6k el discriminante de K.

i) Si2t0x yd =1 (mod 8), entonces (2) = P; P, donde Py, P, son
dos ideales primos distintos.
ii) Si2td6x yd =5 (mod 8), entonces (2) es primo.
iii) Si 2 | 8k, esto es, d = 2,3 (mod 4), entonces (2) = P> donde P
es un ideal primo.

Para demostrar estos dos resultados, podemos usar el hecho de
que la base de un campo cuadratico es de la forma 1, «, y por lo tanto,
cumple la hipo6tesis del Teorema de Kummer.

Podemos dar los generadores de los ideales primos que nos indican
las dos proposiciones anteriores. Por ejemplo, sid =1 (mod 8),

1+vd 1-+vd
- {12358 (255).

y si d = 2 (mod 4), (2) = (2,v/d)? y finalmente, si d = 3 (mod 4)
entonces

(2) = (2,1 +V/2)2.

En el caso de los primos impares, si existe a € Z tal que a®° = d
(mod p), entonces

{p) = (p,a+Va)(p,a—Va).
Ysip| Ok entoncesp |dy
(p) = (p,Vd)*.
Por ejemplo, el anillo de enteros de K = Q(v/10) es Z[+/10]. En Ok,
(2) = (2,V10)%, (5) = (5, VIO)
Sip=3,1% =10 (mod 3), entonces
(3) =(3,1+V10)(3,1 — V10).

Finalmente, x> = 10 (mod 7) no tiene solucion, entonces (7) es un ideal
primo.

Ahora consideremos el campo K = Q(§), donde & = e*™/>. Ya
mencionamos que una base entera de K es 1, &2, &, por lo que
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podemos utilizar el Teorema de Kummer. El polinomio irreducible de &
es
FOO=x*+x3+x?+x+1.

Asi, si queremos encontrar la factorizacion de (2), debemos de
factorizar f(x) en Z/2Z[x]. En este caso, el polinomio sigue siendo
irreducible, por lo tanto (2) es un ideal primo. Lo mismo sucede con
(3). Por otro lado, en Z/5Z[x], el polinomio se factoriza como:

et x+1=4+x)%
El teorema nos dice que, en este caso,
(5)=(54+8"

Por otro lado, en Z/117Z][x]

X3+ xP 4 x+1 =2+ x)(6+x)(7 +x)(8 +x),
entonces

(11) =(11,2+ &)(11,6 + &) (11,7+ &) (11,8 + &).
En Z/19Z[x]

X%+ x+1=(1+5x+x)1 +5x+x2),

por lo que
(19) = (1 + 55+ E)(1 + 158 + &%).

Ahora hagamos algunos ejemplos en el anillo de enteros de Q(v/5),
que como ya dijimos, una base entera de este campo es 1,+v/5,v/25,
y cumple las condiciones del Teorema de Kummer. El polinomio
irreducible de /5 es x® — 5, asi que tenemos que factorizar este
polinomio en algunos campos finitos para poder factorizar los primos
de Z. Por ejemplo, moddulo 2

X3 —5=1+x)1+x+x%)
y por lo tanto
(2) = (2,1 +V5)(2,1 + V5 +V25).
En Z/3Z, x3 — 5 = (1 + x)? por lo que
(3) = (3,1 +V/5)°.

Modulo 7, el polinomio x3 — 5 es irreducible, entonces (7) es un ideal
primo. Y en Z/13Z][x] el polinomio se factoriza

X3 —5=02+x)06 +x)6 + x),

asi que

(13) = (13,2 +V/5)(13,5 + V/5)(13,6 + V/5).
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2.6. Grupo de unidades en anillos de enteros de campos cuadraticos

En esta seccién vamos a estudiar el grupo de unidades del anillo
de enteros de un campo cuadratico. Sea K = Q(v/d). El primer caso
que estudiaremos sera cuando d es negativo. En este caso el grupo de
unidades es un grupo finito. Posteriormente veremos lo que sucede en
el caso d positivo. Iniciamos dando un criterio para identificar unidades
en un anillo de enteros.

PROPOSICION 2.52. Sea K = Q(v/d) y o« € Ok. Entonces « es una
unidad si y solo si [N(x0)| = 1.

DEMOSTRACION. La demostracion es igual que la que dimos en
Z[v/10], por lo que se deja como ejercicio. O

Ya que tenemos un criterio para saber si un entero algebraico es
unidad, procederemos a encontrar el grupo de unidades de los anillos
de enteros que nos interesan. Empezaremos con el caso d < 0y libre
de cuadrados. Denotemos al grupo de unidades de Ok = Q(\/H) como
Ug.

PROPOSICION 2.53. Sea d < 0 un entero racional libre de cuadrados.
Entonces
i) U_q ={£1,£i}.
ii) U_3={%1,+w,+w?} donde w =
i) Uy = {£+1} parad =-206d < —1.

—1++v-3
—

DEMOSTRACION. En el caso d = 2,3 (mod 4) sabemos que O =
7 + 7Z+/d, por lo que cualquier unidad « se puede escribir como
x=a+bvdcona,beZ Sid=—1, sabemos que el valor absoluto de
la norma de « es igual a 1 siy solo si a®+b? = 1. Las soluciones enteras
de esta ecuacién son a = £1,b =0y a =0, b = 1. Por lo tanto,

U_y = {&1,+i}.

Si d < —1, tenemos que a’ + |d|b®> = 1. Asi que necesariamente
b = 0. Por lo tanto, las tnicas soluciones son a = +1,b = 0. Esto
justifica la afirmacion iii) cuando d = 2,3 (mod 4).

1
Sid=1 (mod 4),0x=7Z+7 ( +2\/E>. Entonces las unidades las
podemos escribir como
a+bvd
o = —

cona,b € Zya = b (mod 2). Ahora, [N(x)| = 1 siy solo si a®+|d|b? = 4.



2.6. GRUPO DE UNIDADES EN ANILLOS DE ENTEROS DE CAMPOS CUADRATICOS 55

Si d = —3 tenemos que resolver la ecuacion, a® +3b? = 4. Las unicas
soluciones enteras sona =+2,b=0ya=+1,b=+1.Sia=4+2,b=0
entonces +1 son unidades. Sia = —1 y b = 1, entonces

—1+v/-3
=T

es unidad y por lo tanto +w, £w? € U_j;.

Si d < —3 tenemos la igualdad a® + |d|b®> = 4. Como |d| > 4,
necesariamente b = 0. Por lo tanto a = +2, 1o que nos da el resultado
iii) cond =1 (mod 4). O O

Notemos que en los tres casos, el grupo de unidades es ciclico.
Ahora encontraremos el grupo de unidades de un anillo de enteros
de un campo cuadratico real. Estos dependen de una unidad a la que
llamaremos unidad fundamental.

PROPOSICION 2.54. Sea K = Q(v/d) con d > 0 y libre de cuadrados.
Existe una unidad € > 1 (unidad fundamental) tal que U(Ok) = {£e" :
nezj.

DEMOSTRACION. Esta demostracion se deja como ejercicio. Se deben
de seguir los siguientes pasos.

i) Vamos a dar por hecho que la Ecuacion de Pell, x> — dy? =1,
tiene al menos una solucionen Z con x > 1y y > 1 (ver [37],
pag. 88).

ii) Usando estos valores, podemos garantizar que existe una
unidad M = x + y\/E que es mayor que 1.

iii) Demostrar que en el anillo de enteros de Q(v/d) hay un ntimero
finito de elementos « tales que —M < «x < M.

iviSea gy =a+bvd 6 u = cHZM una unidad. Pruebe que
a—bvd, —a+bvd y —a — bv/d también son unidades (en
el segundo caso, dividiendo entre 2). Ademas, pruebe que
exactamente una de éstas es mayor que 1.

v) Usando la informacién anterior, podemos asegurar que hay un
numero finito de unidades p tales que 1 < u < M.

vi) Sea € la menor de las unidades que se encuentran en este
intervalo (;Por qué existe una minima?).

vii) Use el procedimiento que se usé en Z[v/10] para demostrar
que en el anillo de enteros de Q(v/d), cualquier unidad es de
la forma +€™ (€ es la unidad fundamental).

O
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K Unidad fundamental de Ok

Q(W?2) 1++2

Q(3) 2++/3

QW7) 8+3V7

Q(v/11) 10+3V11
Q(W15) 4+/15

Q(W22) 197 +42/22
Q(v/31) 1520 + 27331
Q(W94) 2143295 + 2210641/94
QW/T63) 13+V165

Q(+v/'166)

2
1700902565 +132015642+/22




Capitulo

Campos cuadraticos de funciones

En este capitulo estudiaremos otra clase de campos cuadraticos,
similares a los campos de nuimeros. Nuestro objetivo sera mostrar
herramienta suficientes para poder encontrar todas las factorizaciones
de un elemento en el anillo de enteros de alguno de estos campos.

DEFINICION 3.1. Consideremos un campo k. El campo de funciones
racionales en una variable con coeficientes en k se define como

_ _pi) , ,
F=k(x) = {pz(X) 1 p1(x), pa(x) € klx], p2(x) 7‘0} :

Al campo k le llamaremos el campo de constantes.

En otras palabras, los elementos de un campo de funciones
racionales son cocientes de polinomios con constantes en un campo.

DEFINICION 3.2. Un campo de funciones algebraicas K es una ex-
tension finitamente generada sobre un campo de funciones racionales F.

DEFINICION 3.3. K es un campo de funciones congruente en una
variable si, con la notaciéon anterior, k = F; el campo finito con g
elementos, F = F,(x) y K es una extension finita de F.

Observemos que la definiciébn de campo de funciones congruentes
es similar a la de campo de numeros, usando al campo de funciones
racionales en lugar del campo de los nimeros racionales. La razén por
la que nos concentraremos en esta familia de campos de funciones es
debido a que existe un gran parecido con los campos de ntmeros.

Si F es un campo de funciones racionales denotaremos por Of al
anillo de polinomios en una variable de F, es decir O = F[x].

DEFINICION 3.4. Sea K un campo de funciones congruente sobre
un campo de funciones racionales F. El anillo de enteros de K es la
cerradura entera de Or en K, es decir, los elementos & € K tales que
existe un polinomio moénico f(T) con coeficientes en Of tal que f(x) = 0.
A este anillo lo denotaremos con Ok.

57
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EJEMPLO 3.5. Sea F = [F3(x). Algunos elementos de este campo son
2x% +x+2 1

Bi2x+1l ) oaxitxl+2x
Consideremos el polinomio f(T) = T? + 2x + 2 con coeficientes en Op.
Una raiz de este polinomio es la funcion

y=vVx+1,

x>+ x+1,

asi que el campo

K =F(y)
es una extension finita sobre F, es decir, K es un campo de funciones
congruente. Los elementos

x2+v/x+1
2x3 4+ x+2+(x*+x2+2)vVx+1

X Hx’+2x+(x+1DVx+1 vy

estan en K.
EjEMPLO 3.6. Sea F = F5(x) y consideremos el polinomio
FD) =T +xT> +Bx* + 1)T? +4x°T + x> + 4x + 2,

y sea 7y una funcioén tal que f(y) = 0. Observemos que los coeficientes
del polinomio f(T) son, a su vez, polinomios con variable x y
coeficientes en Fs. Asi, el coeficiente del término de grado 2 de
f(T) es 3x? + 1 y el término independiente es x> + 4x + 2.

Tomemos el campo K = F(y). Como la funciéon y es raiz de un
polinomio de grado 4, entonces la extension K/F es una extension de
grado menor o igual a 4. De esta forma, K es un campo de funciones
congruente.

Nos enfocaremos en casos similares al que tenemos en el Ejemplo
3.5, es decir, en los campos cuadraticos.

Una propiedad importante de los anillos de polinomios con
coeficientes en un campo es la siguiente:

PROPOSICION 3.7. Sea F un campo. Entonces F[x] es un dominio de
factorizacion unica.

3.1. Campos cuadraticos de funciones

En la definicion que sigue, el- lector podra notar alguna similitud
con los campos de nameros cuadraticos.

DEFINICION 3.8. Un campo de funciones cuadratico es un campo
de funciones congruente K sobre un campo de funciones racionales
F = Fy(x) tal que g es impar y el grado de la extension K/F es 2.
Ademas, agregaremos la condicion de que los campos de constantes de
K y F son iguales.
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En la definicion anterior pedimos que los campos de constantes de
K y F sean iguales debido a que, por ejemplo, la extension de campos
K/F con F = Fa(x) y K = F4(x) es una extension de grado 2 y ademas
K también es un campo de funciones racionales. De esta forma, la
condicion sirve para que la interseccion de los campos de funciones
racionales y los campos de funciones cuadraticos sea vacia.

La razoén por la que agregamos la condicion de que el campo de
constantes sea de caracteristica impar es debido a que si g = 2" entonces
la extension K/F no es una extension de Galois. Sin embargo, el estudio
de campos de funciones de caracteristica 2 también es interesante, pero
en el caso de los campos cuadraticos suele hacerse por separado.

El Ejemplo 3.5 es un campo de funciones cuadratico. En ese caso
consideramos el polinomio d(x) = x + 1 y agregamos una raiz de

p(T) = T? — d(x),

v =+/d(x).

Un elemento genérico de K = F(y) es de la forma a(x) + b(x)y con a(x)
y b(x) polinomios con coeficientes en F3.

Todo campo cuadratico de funciones es de esta forma, es decir,
tomamos d(x) € O un polinomio no constante libre de cuadrados.
Definimos el elemento y = v/d(x) y K = F4(x)(y).

es decir

PROPOSICION 3.9. La cerradura entera de Or en K es
©K = @F + y@F-

DEMOSTRACION. Sea « = a(x) + b(x)y € K. El polinomio irreducible
de x con coeficientes en F es

p(T) = T? — 2a(x)T + a(x)* — d(x)b(x)>.

Notemos que el polinomio anterior tiene dos variables, T y x.
Recordemos que los elementos de K y F son funciones que estan en
términos de la variable x, mientras que T es la variable del polinomio
p(T), donde sustituimos « obteniendo p(x) = 0. Para que « esté en la
cerradura entera de Or en K, entonces los coeficientes de p(T) deben
de estar en Or. Como 2 es un elemento distinto de cero del campo
de constantes F,, entonces 2a(x) € Op si y solamente si a(x) € Of
multiplicando por 2~!. Ahora, a(x)?> — d(x)b(x)* € Of si y solamente
bi(x)

b, (x)

polinomios con coeficientes en F,, primos relativos entre si. Para que
—d(x)b(x)? sea un polinomio, es necesario que todo lo que esta en el
denominador se cancele con una parte del numerador. Supongamos
que c(x) € Or es un polinomio irreducible que divide a b,(x), entonces

si —d(x)b(x)*> € Op. Supongamos que b(x) = con bi(x), ba(x)
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c(x)? | —d(x)b1(x)? y como b;(x) y by(x) son primos relativos, entonces
c(x)? | d(x), lo que no es posible pues d(x) es libre de cuadrados. Por lo
tanto, a(x), b(x) € Op. d

Asi, el anillo de enteros de K es Ox = O + yOp. Al igual que en el
caso de los campos cuadraticos sobre Q, podemos definir la traza y la
norma de un elemento de K como

tr(a(x) + b(x)y) = 2a(x), N(a(x)+b(x)y) = a(x)* — d(x)b(x)?,

funciones que satisfacen las mismas propiedades que fueron enunci-
adas en la Proposiciéon 2.14.

EjeMPLO 3.10. Sea F = F3(x), d(x) = x3 +x = x(x®> + 1), y = /d(x) y

K = F(y). El siguiente polinomio tiene dos factorizaciones distintas en
irreducibles:

X2 +x=x(x?+1)=19°.

Por lo tanto, Og no es un DFU.

El ejemplo anterior es similar al que vimos en el primer capitulo en
el anillo Z[v/10], donde 10 = (2)(5) = (v/10)2. El lector podra observar
que nos encaminamos a usar herramientas de factorizacion similares a
las estudiadas en los anillos de enteros de campos de niumeros.

3.2. Factorizacion en campos cuadraticos de funciones

La factorizacion de los ideales en este caso es basicamente idéntica
a la que tenemos en el caso de los campos de nimeros. A partir de
ahora supongamos que F = F;(x) es un campo de funciones racionales
sobre un campo finito y que K = F(v/d(x)) es un campo cuadratico de
funciones con d(x) libre de cuadrados.

TEOREMA 3.11. Sea K un campo cuadrdtico de funciones y Ox su
anillo de enteros. Todo ideal distinto de cero de Ok se puede factorizar
de forma unica como producto de ideales primos.

La definicion de norma de un ideal I C Ok es distinta a la de su
equivalente en campos de numeros. Sea

J=(N:xel),

es decir, el ideal de O generado por las normas de los elementos del
ideal I. Como Of es un anillo de ideales principales, entonces J es un
ideal principal. La norma de I se define como el tnico generador de J
que es un polinomio moénico. Aunque esta definido de forma distinta,
esta norma es, de cierta forma, equivalente a la que dimos en el caso de
los campos de numeros, pues, si definimos de forma analoga el ideal J,
en el caso de los campos de nimeros J es generado por la norma de 1.
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EjEMPLO 3.12. Sea F = F5(x) y K = F(v/2x +1). Para encontrar la
norma del ideal (x) es necesario conocer el ideal
J=(N(®):xel).
Los elementos de (x) son de la forma « = xf8 para algun 8 € Ox y
N(e0) = x*N(B).
Toda norma es un multiplo de x? y x? es un elemento del ideal J, por
lo que J = (x?). Los generadores de J son: x2, 2x?, 3x% y 4x°. De éstos,
el inico que es monico es x?, asi que
N({x)) = x°.
Ahora consideremos el ideal I, = (v/2x + 1). De nuevo,
J=(N(o): x € I)

ycada « € I, esdelaforma o = v/2x + 18 connorma N(x) = 2x+1)N(B).
Asi que todanorma es multiplo de 2x+1 y este elemento esta en J, por lo
que J = (2x + 1). Los generadores de J se obtienen multiplicando 2x + 1
por las constantes distintas de cero, es decir: 2x + 1, 2(2x + 1) =4x + 2,
32x +1) = x+3 y 42x + 1) = 3x + 4. De éstos, el tnico generador
monico es x + 3, por lo tanto,

N({(V2x+1))=x+3.

La norma de un ideal principal esta relacionada con la norma de
sus generadores.

PROPOSICION 3.13. Si un ideal de Ok es principal, digamos I = (),
entonces N(I) = aN(«x) para algun a € F,.

EJEmMPLO 3.14. Retomemos los ideales del Ejemplo 3.12. En el primer
caso tenemos N(x) = x2, N((x)) = x? y N(x) = N({(x)). Por otro lado,

NW2x+1)=—(V2x+1)?>=3x+4 y N(V3x+4))=x+3,
de donde x + 3 = 2(3x + 4), lo que satisface la proposicion anterior.

Otra propiedad importante de la norma que también es valida en el
caso de los campos de funciones es que es multiplicativa.

PROPOSICION 3.15. Sean K un campo de funciones, Og su anillo de
enteros. Si J1,J> son ideales de Ok, entonces N(J1J>) = N(J1)N(J»). Si
«, B € Ok, entonces N(xf) = N(x)N(f).

Al igual que en el caso de los campos de numeros, para encontrar
todos los ideales primos de Ok, basta con extender los ideales primos
de O hasta Og y factorizarlos. La siguiente proposicién nos ayuda a
identificar si un primo en Of se ramifica, es inerte o se descompone en
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Ok. La regla es la misma que siguen los campos cuadraticos en el caso
en el que estan sobre el campo Q.

PROPOSICION 3.16. Sean F = [Fy(x), O = F4lx], K = F(v/d(x)) con
d(x) € O libre de cuadrados y Ok la cerradura entera de Or en K.

i) Sino existe a(x) € O tal que a(x)> = p(x) (mod d(x)), entonces
p(x) es inerte, es decir (p(x)) es un ideal primo en Ok.
i) Si p(x) | d(x), entonces p(x) se ramifica, esto es (p(x)) =
para algun ideal primo P.
iii) Si p(x) t d(x) y existe a(x) € Op tal que a(x)’> = px)
(mod d(x)), entonces p(x) se descompone, es decir (p(x)) = P, P,
para dos ideales primos distintos.

P2

La demostracion es similar a la del resultado analogo en campos
de numeros en la Proposicion 2.50. En el curso de la prueba se da
explicitamente la factorizacion del ideal (p(x)). Si p(x) se descompone,
entonces

(p(x)) = (p(x), alx) + /d(x)) (p(x), a(x) — /d(x))
y si se ramifica entonces

(p(x)) = (p(x), Vd(x))°.

EiemPLO 3.17. Sean F = Fs5(x) y K = F(v/x+1). El tnico ideal
ramificado de K es

(x+1) = (x+1,Vx+1)> = (Vx+1)%
El polinomio irreducible x? + x + 1 se descompone en K, pues
Bx)P =4x>+ (% +x+1)=x+1 (mod x*+x+1),
asi que
(x+1)=(x+1,3x+Vx+1)(x+1,3x —Vx +1).

Finalmente, el ideal (x®+2x%+ 1) es un ideal primo en Ok, pues los
cuadrados modulo x3 + 2x2 + 1 que tienen residuo de grado 1 son:

X, X+2,x+4,2x+1,2x+2,3x+3,3x+4,4x,4x + 1,4x + 3.

El ideal no se descompone pues x + 1 no es el producto de una
constante por un cuadrado. La razon por la que no se ramifica es
que x3 +2x*+ 1t x+1.
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3.3. Unidades

Los campos cuadraticos de funciones se clasifican en tres tipos.
Los campos imaginarios ramificados, los campos imaginarios inertes y
los campos reales. Los términos ramificado e inertes se refieren a la
descomposicion del primo al infinito, un concepto que no trataremos
en este texto.

DEFINICION 3.18. Sea K = F(1/d(x)) con d(x) libre de cuadrados:

i) K es un campo cuadratico imaginario ramificado si deg(d(x))
es impar.

ii) K esun campo cuadratico imaginario inerte si deg(d(x)) es par
y el coeficiente del término de grado mayor de d(x) no es un
cuadrado en F,.

ili) K es un campo cuadratico real si deg(d(x)) es par y el
coeficiente del término de grado mayor de d(x) es un cuadrado
enF,.

Supongamos que el coeficiente del término lider de d(x) es
a. En el caso iii), a = b® para algin b € F;, si multiplicamos
b=1\/d(x) = vVb—2d(x). De esta forma, podemos cambiar d(x) por
un polinomio monico. En el caso ii) esto no sucede. No existe ninguna
constante que al multiplicarla por v/d(x) nos quede un polinomio
monico en el radicando.

EJEMPLO 3.19. Sea F = Fg(x). Los elementos del campo finito Fyg
son: 0,1,2,9,9g+1,g+2,2g,2g9+1,2g+ 2, donde g es un elemento
talque g°=g+1y2+1=0.

i) El campo K; = F(y/x3 + x + g) es un campo cuadratico imag-
inario ramificado, pues el grado del radicando es impar. El
polinomio x3 + x + g es irreducible en Fg[x].

ii) Consideremos la expresion (2g + 1)x* + (2g + 2)x® + (g + 2)x° +
2x+2g+2=02g+1)(x+2g+1)x®+2x+1). Como 2g+1 no
es un cuadrado en Fy, entonces

K> = F(\/(2g+ Dx*+(2g +2)x3 +(g+2)x2 +2x+2g +2)

es un campo cuadratico imaginario inerte.
iii) En el anillo Fy[x] tenemos

2x2+2gx+2g+1=2(x+1)(x+g+2),

asi que 2x° + 2gx + 2g + 1 es libre de cuadrados. En el campo
F, observamos que (g + 1)?> = 2, asi que 2 es un cuadrado. Sea

K3 = F(\/2x2 +2gx +2g+1) = F(,/x% + gx + g + 2). Este es un

campo cuadratico real.
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Al igual que en el caso de los campos de numeros, los cam-
pos cuadraticos imaginarios Unicamente tienen un numero finito de
unidades, mientras que los campos cuadraticos reales poseen una in-
finidad de elementos de este tipo.

LEMA 3.20. Sea F = F4(x) y K un campo cuadrdtico sobre F. Un
elemento p € Ok es una unidad si'y solamente si N(u) € F; =T, \ {0}.

PrOPOSICION 3.21. Sean F = Fu(x) y K = F(/d(x)) para algun
d(x) € O libre de cuadrados.

i) Si K es un campo cuadrdtico real, entonces existe una unidad
u € Ok tal que el grupo de unidades de Ok es U(Ok) = {au™ :
acF;,meZ}

ii) SiK es un campo cuadrdtico imaginario, entonces U(Og) = IE‘;.

En el caso de los campos de funciones cuadraticos imaginarios, es
facil ver que un elemento es unidad si y solamente si es una constante
distinta de cero. Si

o = a(x) + b(x)\/ d(x),
entonces
N(o0) = a(x)* — d(x)b(x)>.

Si d(x) tiene grado impar, entonces el grado de a(x)- es par y el de
—d(x)b(x)? es impar, por lo que el grado de la norma es igual al maximo
de los dos grados anteriores. Si b(x) # 0, entonces deg(N(x)) > 1, por
lo que N(x) = a(x)?. Ahora, si a(x) ¢ I, entonces el grado de N(x) > 2.
Finalmente, 0 claramente no tiene inverso. Por lo tanto, las unicas
unidades de Ok son los elementos de Fy.

Si d(x) es par pero el coeficiente del término lider no es un
cuadrado, si es posible que deg(a(x)?) = deg(d(x)b(x)?). Sin embargo,
deg(N(c) = max(deg(a(x)?), deg(d(x)b(x)?)), ya que, si son iguales, los
términos de grado mayor no se eliminan pues el de a(x)? es un cuadrado
y el de d(x)b(x)?) no lo es, asi que son distintos y no se cancelan. A
partir de aqui procedemos de forma similar al caso anterior.

El caso de los campos cuadraticos reales de funciones es similar a
los campos cuadraticos reales en campos de nimeros. La demostraciéon
es casi idéntica.

2

EJEMPLO 3.22. Retomemos los campos K7, K> y K3 del Ejemplo 3.19.
Las unidades de K; y K, son los elementos distintos de cero de Fy, asi
que, al igual que en el caso de los campos de numeros, un campo
cuadratico imaginario tiene un namero finito de unidades.

En K3, 4 = x+2g++/x% + gx + g + 2 esuna unidad, pues N(u) = 2. Su

inverso es u=! = 2x+g++/x2 + gx + g + 2, que se obtiene multiplicando
el conjugado de u por el inverso de 2 en F,; que es el mismo 2. p es la
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unidad fundamental de K3 y cualquier unidad de Ok se puede escribir
como ap™ para algun a € Fj y algiin m € Z. Esto, obviamente, implica
que ]F;; C U(Ok).

3.4. Grupo de clases de ideales

Existen dos grupos de clases que suelen definirse en los campos
de funciones. El mas usual en los libros es el grupo de clases de
divisores. Nosotros no trataremos este tema, pero recomendamos los
siguientes libros al lector interesado [3], [49], [50] . Por otro lado, se
puede definir, de la misma forma que en campos de numeros, el grupo
de clases de ideales. Sea F un campo de funciones racionales, K un
campo de funciones y O su anillo de enteros. Diremos que dos ideales
I, J distintos de cero estan relacionados si existen «, 8 € Ok \ {0} tales
que

ol =B]J.
Esta relaciéon es de equivalencia y el conjunto de clases de equivalencia
forma un grupo con el producto natural. A este grupo lo llamaremos
el grupo de clases de ideales de K . En general, el grupo de clases de
ideales de un campo de funciones no siempre es finito, pero si el campo
de constantes es finito entonces:

TEOREMA 3.23. Sea F = Fy(x) un campo de funciones racionales
sobre un campo finito y K una extension algebraica sobre F. El grupo
de clases de ideales de K es finito y a su cardinalidad le llamaremos el
numero de clase de K.

En particular, los campos cuadraticos que hemos estado trabajando
a lo largo de este capitulo tienen grupo de clases de ideales finito.

El comportamiento del grupo de clases de ideales de un campo
cuadratico de funciones es similar al de su analogo en campos de
numeros. La clase neutra es la que contiene a todos los ideales
principales, a la que denotaremos Ok, y el nimero de clase es 1 si
y solamente si el anillo de enteros es de factorizacion unica.

EJEMPLO 3.24. Sean F = F;(x) y K = F(vx —1). El campo K es
cuadratico imaginario ramificado ya que el grado de x — 1 es impar,
entonces las unidades de Ok son los elementos de F%. En este caso,
todos los ideales estan relacionados, asi que el nimero de clase es 1.
Al igual que en el caso de los campos de numeros, esto significa que el
anillo Ok es un dominio de ideales principales y por lo tanto un dominio
de factorizacién tnica.

En la siguiente seccién estudiaremos un ejemplo en el que incluire-
mos todos los conceptos vistos en este capitulo, ahi veremos un caso en
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donde el grupo de clases de ideales no es trivial. Cuando esto sucede,
el anillo de enteros no es un dominio de factorizacién tnica.

3.5. Un ejemplo

A continuaciéon usaremos lo que hemos estudiado en las secciones
anteriores para factorizar un elemento de un campo de funciones
cuadratico. A partir de ahora trabajaremos con F = Fs5(x), K =
F(Vx3 + 3x2 + 2x). Observemos que x3 + 3x2 + 2x = x(x + 1)(x + 2). Con
la informacion que tenemos sabemos que K es un campo cuadratico
imaginario ramificado, asi que las unicas unidades de Ox son 1, 2, 3 y
4. Hay tres ideales ramificados ya que d(x) = x3 + 3x? + 2x tiene tres
factores:

(x) = {x,Vx3 +3x% +2x)2,
(x+1)=(x+1,Vx3 +3x2 + 2x)?,
> =

(x+2) = (x+2,Vx3+3x2+2x)%

Llamemos I = (x,Vx3+3x2+2x), I, = (x+1,Vx3+3x2+2x) vy
finalmente I3 = (x + 2, vx3 + 3x? + 2x). Para probar que estos ideales
no son principales, hay que usar la Proposicion 3.13. Las normas de los
ideales son:

N)=x, NU)=x+1, NU3)=x+2.

Para que I, sea principal, debe existir un elemento con norma ax
para algun a € FZ. Digamos

& =a(x)+b(x)Vx3+3x2+2x

con
N(®) = a(x)?> — b(x)*(x> + 3x% + 2x) = x.

Debido a que el grado de a(x)? es par y el grado de —b(x)?(x3 +3x?% +2x)

es impar, entonces los grados son distintos y tenemos

1 = deg(N(x)) = max(deg(a(x)?), deg(—b(x)* (x> + 3x% + 2x))).

Si b(x) es distinto de cero, entonces el grado de —b(x)*(x3 + 3x? + 2x)
es mayor o igual a 3, por lo que b(x) = 0 y N(x) = (a(x))* = x, pero
esto tampoco es posible pues (a(x))? tiene grado par y x tiene grado 1.
Por lo tanto, no existe ningun elemento con norma x. Analogamente,
no existe ningun elemento con norma 2x, 3x 6 4x, lo que implica que
el ideal I} = (x,vx3 +3x2 +2) no es un ideal principal. De la misma
forma podemos ver que los ideales I, I3 tampoco son principales.
Hemos encontrado tres ideales no principales, ahora falta ver si
los tres estan en la misma clase o si hay mas de una clase con ideales
no principales. Como 5 = (x), I3 = (x +1) e I3 = (x +2), entonces

las clases I, I», I3 tienen orden 2 en el grupo de clases de ideales, ya
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que cada ideal al cuadrado es principal. Lo anterior significa que el
inverso de la clase I; es la misma clase I}, asi que si I; = I, entonces
L' =TI, = Ox.

Consideremos los ideales I, I,. Si I;I, es un ideal principal,
entonces debe de existir un elemento con norma ax(x + 1) para algun
a € [Ft. Igual que antes, si 11> = (x) con & = a(x) + b(x)vVx3 + 3x2 + 2x,
entonces b(x) = 0, a(x)? = ax(x + 1) lo que no es posible pues ax(x + 1)
no es un cuadrado. Por lo tanto I; # I,. De la misma forma se puede
demostrar que I; # I3 y que I, # I3. Asi, tenemos al menos cuatro clases,
las tres anteriores y Ok.

Por otra parte, N(vx3 +3x2 +2x) = —(x3 + 3x° + 2x). Ademas,
Unicamente existe un ideal con norma x3 + 3x? + 2x, este es I, 1,15, de
donde

I 1,15 = O.
Como el orden de I}, I, y I3 es 2, lo anterior nos indica que I, = L3,
I, = I, 1; y finalmente I = I, I,.

De esta informacién, tenemos que el grupo de clases de ideales
contiene un subgrupo isomorfo a (Z/27)>.

Ahora consideremos el polinomio irreducible x + 3. Los cuadrados
modulo x+3son0,1,4y

X3 +3x2+2x=(x*+2)(x+3)+4=4=2% (mod x +3).
Asi que
(x+3)=(x+3,2+Vx3+3x2+2x){x+3,2 — Vx3 +3x2 + 2x).

Ninguno de los dos ideales del lado derecho de la igualdad es principal,
pues, igual que con x, x + 1, x + 2, no existe ningiin elemento con norma
a(x+3) con a € Fz. Concentrémonos en ] = (x + 3,2 + V3 +3x? + 2x),
denotando al otro ideal de la factorizacion como I’. Los tunicos
elementos con norma a(x + 3)° para algun a € F3 son

N(x+3)=N@x+2)=(x+3) y NQ@2x+1)=NBx+4)=4(x+3)°.

Ninguno de estos genera a I° pues sabemos que todos generan a
II' = (x+3), que es un ideal distinto ya que se factoriza de forma
distinta. Tampoco existen elementos con norma a(x + 3)3. Sin embargo,
existen varios elementos con norma (x + 3)*. Estos son:

(x+3)%, xX°+3x+1+2Vx3 +3x2+2x, x2+3x+1+3Vx3+3x2+2x,
y los tres anteriores multiplicados por 4. Vamos a verificar que

y=x°+3x+1+3Vx3+3x2+2x

es el generador de I*.
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Sea J = (&, B) un ideal con dos generadores. La potencia cuarta de
Jes:
JH= (o, o B, o B2, P, BY).
Para que y sea el generador de J*, es necesario que y divida a cada
uno de los cinco generadores de J* que aparecieron en la expresion de
arribay que ademas y genere al ideal, esto ultimo se cumple si tenemos
la primera condicién y ademas tenemos que N(y) = aN(J*) para algin
a € Fz. Para saber si y divide a un elemento, digamos %, tenemos que
racionalizar la division:
Bt BYY _BY B
Yy vy Ny (x+3)*
De esta forma, en el numerador tenemos un elemento de Ok, digamos
a(x) + b(x)vVx3 +3x2+2x, y en el denominador un elemento de O,
digamos c(x). Si se tiene la situacién anterior, el resultado va a estar en
Ok siy solamente si

a(x) b(x)
) S Y o SO
Asi, la division de elementos de Ok se puede reducir a dos divisiones de
polinomios, lo que es mas sencillo, ya que podemos usar los métodos
usuales para conseguir esto, como la divisién larga o la divisién sintética
cuando es posible.
Vamos a verificar que y genera a I*. A continuaciéon B =

2 +/x3 +3x2 +2x:
(x+3)* = y(x? +3x + 1 + 2V x3 + 3x2 + 2x)4,
(x+3)P°B =yx?+2x +4+xVx3 +3x2 + 2x),
(x+3)2B% = y(x® + x + 1 + (2x + 3)Vx3 + 3x2 + 2x),
(x +3)B° = y(2x® + 3x +4 + (x? + 2x + 4)Vx3 + 3x2 + 2x),
B = y(x* +2x° + x + 1+ (2x% + x + 4)Vx3 + 3x2 + 2x).
Por lo anterior, y divide a cada uno de los generadores de I* y
N(y) = (x +3)* = N(I*).
Entonces,
(x+3,2+Vx3 +3x2+2x)% = (x? +3x + 1 +3Vx3 + 3x2 + 2x).

De esta forma, la clase I del grupo de clases de ideales tiene orden
4, ya que I,I%,I° no son principales pero I* si lo es. Analogamente se
puede verificar que el orden de la clase I’ es 4. Pero II' es principal, asi
que

1I7'-17-T.
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Observemos que
_ _ _ _3\2 _
' =Ty=1"= (1%) -7
Ademas, existen elementos con norma (x + 3)%(x + 1), estos son:

2X+2+2Vx3 +3x2+2x, 2x+2+3Vx3+3x2+2x,
2x+3+2Vx3 +3x2+2x, 2x+3+3Vx3+3x2+2x.

Como solamente hay un ideal con norma x+1, al que habiamos llamado
I, y dos ideales con norma x + 3, I e I’, entonces al menos uno de los
ideales I,I2, I,I’* 6 III' es principal. LII' = I{y), y como I, no es
un ideal principal, entonces este queda descartado. Por otro lado,
IL,I? = I,I’?, asi que ambos son principales y tenemos que

L=F=T~
Asi que ahora podemos decir que el grupo de clases de ideales

contiene a un grupo isomorfo al grupo (Z/27Z) x (Z/47Z). Notemos
que (Z/27) x (Z/47Z) tiene ocho elementos:

0,0), (0,1), (0,2), (0,3),
(1,0, 1,1, 1,2, (1,3).

Tres de éstos tienen orden 2: (0, 2), (1,0) y (1, 2), donde el tercero es la
suma de los dos primeros. Hay cuatro elementos con orden 4: (0, 1),
(0,3), (1,1) y (1, 3). Si conocemos uno de estos cuatro, los otros tres se
pueden obtener sumandole los tres elementos de orden 2, asi:

(0,1) +(0,2) = (0, 3),
O,D+(1,00=(1,1),
0,1)+(1,2)=(1,3).

También es importante notar que 2(0,1) = 2(0,3) = 2(1,1) = 2(1,3) =
(0, 2). Usaremos esta informacion para analizar el grupo de clases de
ideales de K.

Siguiendo un argumento analogo al que usamos con x + 3, podemos
concluir que x + 4 se descompone y que si J,J' son los dos ideales
con norma x +4, entonces J, J2, J3, J', J’%, J’* no son ideales principales,
pero J* y J* silo son. Igual que con I,

J7=T7°=L
De esta forma, I> es el elemento que corresponde a (0, 2) en (Z/27Z) x
(Z/47). Es facil verificar que no existe ningin elemento con norma
a(x + 3)(x + 4), por lo que los ideales I, I’, J y J' pertenecen a clases de
ideales distintas y todas sus clases tienen orden 4. Ademas, se puede
ver que I x I, = 7’ = = I, y realizando un analisis similar a lo hecho

anteriormente llegamosaque I x I} = JyI xI3=J . Asique I, I', Jy J'
son las clases de orden 4.
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Hasta este momento hemos demostrado que el grupo de clases de
ideales contiene un subgrupo isomorfo a (Z/27Z) x (Z/4Z), de hecho, el
grupo de clases de ideales es isomorfo a este grupo, asi que el nimero
de clase es 8. Demostrar que no hay mas clases de ideales es algo que
queda fuera de los objetivos de este trabajo.

En la siguiente secciobn vamos a usar el grupo de clases que
acabamos de encontrar para trabajar con elementos de Ok que tienen
distintas factorizaciones.

3.6. Distintas factorizaciones de un elemento

Seguiremos trabajando en los campos

F=Fs5(x) v K=FVx3+3x2?+2x).

A partir de ahora usaremos y = v x3 + 3x2 + 2x.

Para saber si un ideal I es principal, primero debemos de factor-
izarlo como producto de ideales primos, para conseguirlo, debemos de
factorizar la norma y usar la factorizacion como guia para saber cuales
son los posibles ideales primos que dividen a I.

PROPOSICION 3.25. Sean Fy(x) un campo de funciones racionales, K
un campo de funciones sobre F, Ok el anillo de enteros de K. Sil, J son
dos ideales de Oy, entonces 1 | J siy solosil D J.

Una vez que factorizamos al ideal como producto de ideales primos,
digamos I = P, P, - - - P, tomamos el conjunto deindices A = {1, 2,...,t}.
Para denotar una particion de A usaremos {A;|A;|...|A,}, donde los
conjuntos A;, coni=1,2,...,7, son las clases de la particiéon. Diremos
que {A1]Az|...|A,} es una particion principal de A si para cada A;,
coni=1,2,...,7, se tiene que el producto de los elementos de A; es
principal, esto es

IIPi=

JEAI
para algun y; € Og. Si cada uno de los elementos y; de una particion
principal es generado por un elemento irreducible, entonces la particion
nos da una factorizaciéon como producto de irreducibles de y:

Y=Y1¥2 - YrH,
donde u es una unidad de Ok.

PROPOSICION 3.26. Sean F4(x) un campo de funciones racionales, K
un campo de funciones sobre F, O el anillo de enteros de K. Sea 'y € Ok
y (y) = P1P, - -- P, la factorizacion de este ideal como producto de ideales
primos. Entonces, y es irreducible si y solamente si la unica particion
principal de A = {1,2,...,t} es la que tiene una tnica clase.
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En nuestro ejemplo encontraremos todas las posibles factoriza-
ciones distintas de

o=x3+2x%+4=(x+1)(x+3)°.

En este caso « € Or y tenemos su factorizacion en O, asi que es facil
dar la factorizacion del ideal () en Ok:

(@) = (x+ 1, (x+3,2+ )% (x+3,2 — y)°.

Ya tenemos una factorizacion, (x + 1)(x + 3)2.

Vamos a demostrar que el polinomio x + 1 es irreducible en Ok.
Sabemos que (x + 1) = (x + 1, )2, entonces A = {1,2} y sus particiones
son {1]2} y {1,2}. La particion {1|2} no es principal pues el ideal
(x+1,¥) no es principal, asi x + 1 es irreducible. De la misma
forma, usando (x+3) = (x+3,2+ y)(x+3,2 — y) llegamos a que la
unica particiéon irreducible del conjunto de indices es {1,2}. Asi que
la factorizacion que conocemos de « en Or es una factorizacion en
irreducibles en Ok. Sin embargo, no es la tnica.

Recordemos que el grupo de clases de ideales es isomorfo a (Z/27Z) x
(Z/47), donde el ideal (x + 1, ) esta en la clase correspondiente a (0, 2)
y los ideales (x+3,2+ %) v (x+3,2 — ) estan en clases de orden
cuatro con

(x+3,2+y) = <x+3,2—y>_1,
digamos (0,1) y (0,3) vistos como clases de (Z/27Z) x (Z/47Z) (otra
posibilidad valida hubiera sido (1,1) y (1, 3)). Asi que en el grupo de
clases de ideales, esta factorizacion es

(0,2)+(0,2) +(0,1) +(0, 1) + (0, 3) + (0, 3).
Ordenemos la factorizaciéon de («) como
P1=P2=<X+l,_’)/>, P3=P4=<X+3,2+_’)/>, P5,P6<X+3,2—_’)/>,

con conjunto de indices A = {1, 2, 3,4, 5, 6}. Las particiones principales
de A con elementos irreducibles son:

{1,2|3,54, 6},

{1,2|3,64,5},

{1,3,4]2,5,6},

{1,5,6|2,3,4}.

Cualquier otra particion de A no es principal o incluye algin elemento
que no es irreducible. Por ejemplo, la particion {1,2,3,4,5,6} es
principal, pero la factorizacion que obtenemos es y, que no es un
producto de elementos irreducibles. En la primera particion obtenemos
la factorizacién, (P; P»)(P3Ps)(P4Ps), P1 P> es principal pues corresponden
a (0,2)+(0,2) =(0,0) en (Z/27Z) x (Z]|4AZ). P3;Ps y P,Pg corresponden
a (0,1)+(0,3) = (0,0) en (Z/27Z) x (Z/4Z), asi que son principales.
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Para demostrar que son irreducibles usamos el mismo método con
el que probamos que x + 1 es irreducible. La segunda particion
produce la misma factorizacion que la primera pues P; = P, y
Ps = Pg. En la tercera particion, el primer factor es de la forma
(2,0)+(1,0)+(1,0) =(4,0) =(0,0) en (Z/27Z) x (Z/4AZ) y el segundo es de
la forma (2, 0)+(3,0)+(3,0) = (8,0) = (0, 0), por lo que los dos productos
de ideales que surgen son principales. De nuevo, la cuarta particion
genera la misma factorizacion que la tercera. Asi que basicamente hay
dos factorizaciones distintas:

(&) = (P1P2)(P3P5)(P4Pg) = (P1P3P4)(P2P5Ps).

Unicamente falta encontrar los generadores de los ideales. En el
caso de la primera factorizacion ya sabemos que PP = (x+1) y
P3Ps = P,Ps = (x+3). Para encontrar los generadores de P;P3P; y
P,PsPs hay que buscar elementos cuya norma sea igual a N(P,P3Py) =
N(P,PsPg) = (x + 1)(x +3)®> = x3 + 2x° + 4 o bien a este polinomio
multiplicado por una constante. Recordemos que la norma de
a(x)+ b(x)y es

N(a(x) + b(x)y) = a(x)? — b(x)*(x® + 3x° + 2x),

si queremos que sea x> + 2x? + 4, entonces b(x) tiene que estar en Fzy
a(x) debe tener grado menor o igual a 1, de lo contrario, el grado de la
norma es distinto de 3. Probando todas las posibilidades encontramos
que los elementos con norma x2 + 2x? + 4 son:

2x + 2 +2vx3 +3x2 + 2x,
2x + 2 +3Vx3 +3x2 + 2x,
3x+3+2vVx3 +3x2+2x,

3x+3+3vVx3 +3x2+2x.

Los elementos con norma 4(x3+2x?+4) son estos mismos multiplicados
por 3 y no existen elementos con norma a(x> + 2x? + 4) para a = 2, 3.
Alguno de estos elementos debe generar a P; P3P, y algun otro a P, P;5Pg.
Probamos todas las posibilidades hasta encontrar

X3 4+2x% +4=02x+2+2Vx3 +3x2+2x)2x + 2 + 3Vx3 + 3x2 + 2x).

Por lo tanto, las dos factorizaciones en irreducibles distintas de
x3 + 2x?% + 4 en Ok son la anterior y (x + 1)(x + 3)°. Con esto concluimos
nuestro ejemplo.
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